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ǺالتعوȂض التكامل 1
ولتكن . متصلة ومشتقاتها [a, b] الفترة على للاشتقاق قابلة g الدالة لتكن 1 .1 مبرهنة
J على f للدالة أصلॽة دالة F كانت إذا . g مدى تحتوي J فترة على متصلة دالة f

: ∫فإن
f (g(x)) g′(x) dx = F (g(x)) + C , ∀x ∈ [a, b]

: ملاحظات •
du = وȞȄون u = g(x) نضع

∫
f (g(x)) g′(x) dx التكامل نحسب لكي .1∫

f(u) du التكامل على لنحصل u Ǽالمتغير x المتغير نستبدل و g′(x) dx
.

شȞل ذات دالة تكامل من التحول هو ǼالتعوȄض التكامل طرȄقة من الهدف .2
التعامل سهل و Ǽسॽط شȞل ذات دالة تكامل الى معه التعامل وصعب معقد
دالة تكامل الى نتحول مناسب تعوȄض استخدام Ǽعد أنه بذلك وأقصد معه

. الشȞل Ǽسॽطة تكامل أو لها الأصلॽة الدالة نعرف
دائماً الطرȄقة فإن dx مع موجودة g′(x) كانت إذا u = g(x) وضعنا إذا .3

. تنجح
موجودة. غير g′(x) كانت اذا حتى الطرȄقة هذه استخدام المفيد من تنبॻة:

أمثلة �∫
cos(5x) dx التكامل احسب .1

: الحل
u = 5x =⇒ du = 5 dx =⇒ 1

5
du = dx∫

cos(5x) dx =

∫
cosu 1

5
du =

1

5

∫
cosu du =

1

5
sinu+C =

1

5
sin(5x)+C∫

e2x dx التكامل احسب .2
: الحل

u = 2x =⇒ du = 2 dx =⇒ 1

2
du = dx∫

e2x dx =

∫
eu

1

2
du =

1

2

∫
eu du =

1

2
eu + C =

1

2
e2x + C
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∫
x√

x2 + 9
dx التكامل احسب .3

: الحل

u = x2 + 9 =⇒ du = 2x dx =⇒ 1

2
du = xdx

∫
x√

x2 + 9
dx =

∫
1√
u

1

2
du =

1

2

∫
u− 1

2 du =
1

2

u
1
2

1
2

+ C =
√
u+ C

=
√
x2 + 9 + C∫

ex√
1− e2x

dx التكامل احسب .4
: الحل

u = ex =⇒ du = exdx∫
ex√

1− e2x
dx =

∫
du√
1− u2

= sin−1 u+ C = sin−1 (ex) + C∫
x2
√
x− 1dx التكامل احسب .5

: الحل

u = x− 1 =⇒ du = dx

فإن u = x− 1 أن وȃما
x2 = (u+ 1)2 = u2 + 2u+ 1

∴
∫

x2
√
x− 1dx =

∫ (
u2 + 2u+ 1

)√
udu =

∫ (
u5/2 + 2u3/2 + u1/2

)
du

=
2

7
u7/2 +

4

5
u5/2 +

2

3
u3/2 + C

=
2

7
(x− 1)7/2 +

4

5
(x− 1)5/2 +

2

3
(x− 1)3/2 + C
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تمارȂن 1 .1
: المعطى التكامل احسب 70 إلى 1 من التمارȄن في J∫

x
(
x2 + 1

)50
dx .1∫ √

2x+ 3 dx .2∫
sin (x+ 9) dx .3
∫ (

3 + 1
x

) 3
2

x2
dx .4∫

sin2 x cosx dx .5∫ cos
√
x√

x
dx .6∫

dx[(
x
3

)
− 8
]5 .7∫ (

x+ sec2(πx)
)
dx .8∫

t4
3
√
3− t5 dt .9∫

x2
√
x− 1 dx .10∫

x
(
x2 + 1

)3
dx .11∫

x
3
√
x2 + 1

dx .12∫
x

3
√
7− 6x2 dx .13∫

x3 cos
(
x4 + 1

)
dx .14∫

x

x4 + 1
dx .15∫

dθ

θ
√
θ4 − 9

dx .16∫ tan−1 x

x2 + 1
dx .17

∫
x√

x2 + 9
dx .18∫

x+ 1

(x2 + 2x+ 3)3
dx .19∫

x sec2
(
x2
)
dx .20∫

sec (2x) tan (2x) dx .21∫
cosx

√
sinx+ 1 dx .22∫

sec2 x tan6 x dx .23∫
secx (secx− tanx)2020 dx .24∫

cos3 x dx .25
∫ sin

(
x

1
3

)
x

2
3

dx .26∫
secx tanx

√
4 secx+ 1 dx .27∫ (
1 + x2/3

)3
x1/3

dx .28∫
(1 +

√
x)

3

√
x

dx .29∫
x3

√
x4 + 1

dx .30∫ sin−1 θ√
1− θ2

dθ .31∫ √
tan−1 θ

1 + θ2
dθ .32∫

cotx csc2 x dx .33∫
[csc(sinx)]2 cosx dx .34
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∫
1

(1− 3x)2
dx .35∫ sin(2x)

(5 + cos(2x))3
dx .36∫

sin(sin θ) cos θ dθ .37∫
sec2(cos 3θ) sin 3θ dθ .38∫ (
4x2 − 12x+ 9

)2/3
dx .39∫

x
√
x− 3 dx .40∫

x2
√
2− x dx .41∫
t√
t+ 1

dt .42∫
sin3(3θ) dθ .43∫
tan2(3θ) dθ .44∫ √
1 + x−2/3 dx .45∫ cos 2θ√

7− 3 sin 2θ
dθ .46∫

x√
5 + x

dx .47∫
x2

√
4− 3x

dx .48∫
1√

x(x+ 1)
dx .49∫ sec2√

1− tan2 x
dx .50∫ sin θ

cos2 θ + 1
dθ .51∫

x

x4 + 3
dx .52

∫
1

√
x (

√
x+ 1)

3 dx .53∫
sinx

(
1 +

√
cosx

)2
dx .54∫

(2 + 5 cosx)3 sinx dx .55∫ √
x

1 + x
dx .56∫

secx tanx
√
1 + secx dx .57∫

tan2 x sec2 x dx .58∫
3
√
x3 + 1x5 dx .59∫ sinx

1 + cos2 x dx .60∫
x3

√
x3 + 1

dx .61∫ √
x− 1

x5
dx .62∫

1

x3

√
x2 − 1

x2
dx .63∫ √

x3 − 3

x11
dx .64∫

x (x− 1)10 dx .65∫
(x+ 1)2 (1− x)5 dx .66∫
(x+ 5) (x− 5)1/3 dx .67∫ √

x4

x3 − 1
dx .68∫

1

θ2
sin 1

θ
cos 1

θ
dθ .69∫

18 tan2 x sec2 x
(2 + tan3 x)

2 dx .70
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∫ 3

0

f(3x) dx فاحسب
∫ 9

0

f(x) dx = 5 كان إذا .71
∫ 1

1/2

1

x2
f

(
1

x

)
dx فاحسب

∫ 2

1

f(x) dx = 3 كان إذا .72
∫ 0

−2

xf
(
x2
)
dx فاحسب

∫ 4

0

f(x) dx = 1 كان إذا .73
∫ 1

0

f(3x+ 1) dx فاحسب
∫ 4

1

f(x) dx = 5 كان إذا .74
∫ a

0

f(x)

f(x)− f(a− x)
dx =

a

2
أن أثبت (ا) .75∫ 3

0

√
x

√
x−

√
3− x

dx لحساب (أ) الفقرة استخدم ∫(ب) π
2

0

sinx

sinx+ cosx dx لحساب (أ) الفقرة استخدم (ج)

lim
n→∞

1

n

(
sin π

n
+ sin 2π

n
+ · · ·+ sin nπ

n

)
النهاǽة قॽمة احسب .76

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ · · ·+ 1

n+ n

)
النهاǽة قॽمة احسب .77

lim
n→∞

n

(
1

n2 + 12
+

1

n2 + 22
+ ·+ 1

n2 + n2

)
النهاǽة قॽمة احسب .78

lim
n→∞

n∑
k=1

n

4n2 + k2
النهاǽة قॽمة احسب .79
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .1∫
x
(
x2 + 1

)50
dx .1

الحل:
u = x2 + 1 =⇒ du = 2x dx

∴
∫

x
(
x2 + 1

)50
dx =

1

2

∫
2x
(
x2 + 1

)
dx =

1

2

∫
u2 du =

1

2

u3

3
+ C =

(x2 + 1)
3

6
+ C

∫ √
2x+ 3 dx .2

الحل:
u = 2x+ 3 =⇒ du = 2 dx =⇒ du

2
= dx

∴
∫ √

2x+ 3 dx =
1

2

∫ √
u du =

1

2

∫
u

1
2 du

=
1

2

u
3
2

3
2

+ C

=
(2x+ 3)

3
2

3
+ C

∫ (
3 + 1

x

) 3
2

x2
dx .4

الحل:
u = 3 +

1

x
=⇒ du =

−1

x2
dx =⇒ −du =

dx

x2

∴
∫ (

3 + 1
x

) 3
2

x2
dx = −

∫
u

3
2 du = −u

5
2

5
2

+ C

= −
2
(
3 + 1

x

) 5
2

5
+ C∫

sin2 x cosx dx .5

الحل:
u = sinx =⇒ du = cosx dx

∴
∫

sin2 x cosx dx =

∫
u2 du =

u3

3
+ C =

(sinx)3

3
+ C
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∫ cos
√
x√

x
dx .6

الحل:
u =

√
x =⇒ du =

1

2
√
x
dx =⇒ 2du =

dx√
x

∴
∫ cos

√
x√

x
dx = 2

∫
cosu du = 2 sinu+ C = 2 sin

(√
x
)
+ C∫

x2
√
x− 1 dx .10

الحل:
u = x− 1 ⇒ du = dx , u = x− 1 ⇒ x = u+ 1∫

x2
√
x− 1 dx =

∫
(u+ 1)2

√
u du =

∫ (
u2 + 2u+ 1

)
u

1
2 du

=

∫ (
u2+ 1

2 + 2u1+ 1
2 + u

1
2

)
du

=

∫
u

5
2 du+

∫
u

3
2 du+

∫
u

1
2 du

=
u

7
2

7
2

+
u

5
2

5
2

+
u

3
2

3
2

+ C

=
2

7
(x− 1)

7
2 +

2

5
(x− 1)

5
2 +

2

3
(x− 1)

3
2 + C∫

x√
x2 + 9

dx .18

الحل:
u = x2 + 1 ⇒ du = 2x dx ⇒ du

2
= x dx∫

x√
x2 + 9

dx =

∫
1√
u

du

2
=

1

2

∫
u− 1

2 du =
1

2

u
1
2

1
2

+ C =
(
x2 + 1

) 1
2 + C∫

cos3 x dx .25
الحل:

u = sinx ⇒ du = cosx dx∫
cos3 x dx =

∫ (
1− sin2 x

)
cosx dx =

∫ (
1− u2

)
du

= u− u3

3
+ C

= sinx − (sinx)3

3
+ C
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∫
(1 +

√
x)

3

√
x

dx .29

الحل:
u = 1 +

√
x ⇒ du =

1

2
√
x
dx ⇒ 2 du =

1√
x
dx∫

(1 +
√
x)

3

√
x

dx =

∫
u3 2du = 2

∫
u3du = 2

u4

4
+ C =

(1 +
√
x)

4

2
+ C∫ (

4x2 − 12x+ 9
)2/3

dx .39

الحل:
4x2 − 12x+ 9 = (2x)2 − 2 (2x) (3) + 32 = (2x− 3)2∫ (

4x2 − 12x+ 9
) 2

3 dx =

∫ (
(2x− 3)2

) 2
3 dx =

∫
(2x− 3)

4
3 , dx

u = 2x− 3 ⇒ du = 2dx ⇒ du

2
= dx∫ (

4x2 − 12x+ 9
) 2

3 dx =

∫
(2x− 3)

4
3 dx =

∫
u

4
3
du

2

=
1

2

u
4
3
+1

4
3
+ 1

+ C

=
1

2

(2x− 3)
7
3

7
3

+ C

=
1

2
· 3
7
(2x− 3)

7
3 + C

=
3

14
(2x− 3)

7
3 + C∫

x
√
x− 3 dx .40

الحل:
u = x− 1 ⇒ du = dx , x = u+ 1∫

x
√
x− 3 dx =

∫
(u+ 1)

√
u du =

∫
(u+ 1) u

1
2 du

=

∫ (
u

3
2 + u

1
2

)
du

=
u

5
2

5
2

+
u

3
2

1
2

+ C

=
2

5
(x− 1)

5
2 + 2 (x− 1)

3
2 + C
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Ǻالتجزئ التكامل 2
فإن , متصلة g′ و f ′ من كل انت وؗ v = g(x) , u = f(x) كان إذا 1 .2 ∫مبرهنة

u dv = u v −
∫

v du

أمثلة �∫
xex dx التكامل احسب .1

: الحل
u = x dv = exdx

du = dx v = ex∫
udv = uv −

∫
vdu

∴
∫

xexdx = xex −
∫

exdx = xex − ex + C∫
x cosx dx التكامل احسب .2

: الحل
u = x dv = cosxdx
du = dx v = sinx∫
udv = uv −

∫
vdu

∴
∫

x cosx dx = x sinx−
∫

sinx dx = x sinx+ cosx+ C∫
ln (3x− 2) dx التكامل احسب .3

: الحل
u = ln (3x− 2) dv = dx

du =
3

3x− 2
dx v = x∫

udv = uv −
∫

vdu
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∴
∫

ln (3x− 2) dx = x ln (3x− 2)−
∫

x
3

3x− 2
dx

= x ln (3x− 2)−
∫

3x

3x− 2
dx

= x ln (3x− 2)−
∫

(3x−2)+2

3x− 2
dx

= x ln (3x− 2)−
∫

dx− 2

∫
1

3x− 2
dx

= x ln (3x− 2)− x− 2
1

3

∫
3

3x− 2
dx

= x ln (3x− 2)− x− 2

3
ln (3x− 2) + C∫

ex cosx dx التكامل احسب .4
: الحل

u = cosx dv = exdx

du = − sinx dx v = ex∫
udv = uv −

∫
vdu

∴ I =

∫
ex cosx dx = ex cosx−

∫
ex(− sinx) dx

= ex cosx+

∫
ex sinx dx

(1)

أخرى مرة Ǽالتجزئ التكامل Ǽاستخدام
∫

ex sinx dx نوجد الان

u = sinx dv = exdx

du = cosx dx v = ex

∴
∫

ex sinx dx = ex sinx−
∫

ex cosx dx = ex sinx−
∫

ex sinx dx

= ex sinx− I

على لنحصل (1) في ونعوض نعود الان

∴ I =

∫
ex cosx dx = ex cosx−

∫
ex(− sinx) dx

= ex cosx+

∫
ex sinx dx

= ex cosx+ ex sinx− I
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∴ I = ex cosx+ ex sinx− I =⇒ 2I = ex cosx+ ex sinx

=⇒ I =
1

2
(ex cosx+ ex sinx) + C

∴
∫

ex cosx dx =
1

2
ex cosx+

1

2
ex sinx+ C∫
x lnx dx التكامل احسب .5

: الحل
u = lnx dv = xdx

du =
1

x
dx v =

x2

2∫
udv = uv −

∫
vdu

∴
∫

x lnx dx =
1

2
x2 lnx−

∫
1

x

x2

2
dx =

1

2
x2 lnx− 1

2

∫
x dx

=
x2 lnx

2
− 1

2

x2

2
+ C =

x2 lnx

2
− x2

4
+ C
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تمارȂن 1 .2
: المعطى التكامل احسب 35 إلى 1 من التمارȄن في J∫

xe−xdx .1∫
xe2xdx .2∫

x2e−2xdx .3∫
x sin

(x
2

)
dx .4∫

x2 cosxdx .5∫
lnxdx .6∫

sin−1 xdx .7∫
x tan−1 xdx .8∫ √
x ln(x)dx .9∫
x sec2 xdx .10∫
(lnx)2dx .11∫

x sinx cosxdx .12∫
x secx tanxdx .13∫

csc3 xdx .14∫
ex cos(3x)dx .15∫
x sinhxdx .16∫
x sec−1 xdx .17∫

cos−1 xdx .18

∫
sinh−1 xdx .19∫
x tan2 xdx .20∫

ln
(
x2 + 1

)
dx .21∫

tan−1 xdx .22∫
2x2

(1− x2)3/2
dx .23∫

xex

(x+ 1)2
dx .24∫ lnx√

x
dx .25∫

e
√
3x+9dx .26∫ √

x tan−1(
√
x)dx .27∫

sin(lnx)dx .28∫ ln(x)
x2

dx .29∫ (
sin−1 x

)2
dx .30∫

cos(
√
x)dx .31∫

sec−1(
√
x)dx .32∫

x(2x+ 3)99dx .33∫
x5

√
1− x3

dx .34∫
(x+ 1)10(x+ 2)dx .35
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .2∫
xe−xdx .1

الحل:
u = x dv = e−xdx

du = dx v = −e−x∫
udv = uv −

∫
vdu

∴
∫

xe−xdx = x
(
−e−x

)
−
∫

−e−xdx

= −xe−x +

∫
e−x

= −xe−x − e−x + C ∫
xe2xdx .2

الحل:
u = x dv = e2xdx

du = dx v =
1

2
e2x∫

udv = uv −
∫

vdu

∴
∫

xe2xdx = x

(
1

2
e2x
)
−
∫

1

2
e2xdx

=
xe2x

2
− 1

2

∫
e2xdx

=
xe2x

2
− 1

2

(
1

2
e2x
)

=
xe2x

2
− 1

4
e2x + C ∫

x2e−2xdx .3
الحل:

u = x2 dv = e−2xdx

du = 2xdx v =
−1

2
e−2x∫

udv = uv −
∫

vdu
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∴
∫

x2e−2xdx = x2

(
−1

2
e−2x

)
−
∫
(2x)

(
−1

2
e−2x

)
dx = −x2e−2x

2
+

∫
xe−2xdx∫

xe−2xdx Ǽحل نقوم الان

u = x dv = e−2xdx

du = 2dx v =
−1

2
e−2x

∴
∫

xe−2xdx = −1

2
xe−2x −

∫
−1

2
e−2x = −1

2
xe−2x +

1

2

∫
e−2x

= −1

2
xe−2x +

1

2

(
−1

2

)
e−2x + C

∴
∫

x2e−2xdx = −x2e−2x

2
+

∫
xe−2xdx = −1

2
x2e−2x−1

2
xe−2x−1

4
e−2x+C∫

x sin
(x
2

)
dx .4

الحل:
u = x dv = sin

(x
2

)
dx

du = dx v = −2 cos
(x
2

)
∫

udv = uv −
∫

vdu

∴
∫

x sin
(x
2

)
dx = −2x cos

(x
2

)
+ 2

∫
cos
(x
2

)
dx = −2x cos

(x
2

)
+ 2

(
2 sin

(x
2

))
+ C

= −2x cos
(x
2

)
+ 4 sin

(x
2

)
+ C∫

sin−1 xdx .7
الحل:

u = sin−1 x dv = dx

du =
1√

1− x2
dx v = x∫

udv = uv −
∫

vdu

∴
∫

sin−1 x dx = x sin−1 x−
∫

x · 1√
1− x2

dx = x sin−1 x−
(

1

−2

)∫
−2x√
1− x2

dx

= x sin−1 x+
1

2

(1− x2)
1
2

1
2

+ C

= x sin−1 x+
√
1− x2 + C

16



∫
x tan−1 xdx .8

الحل:

u = tan−1 x dv = xdx

du =
1

1 + x2
dx v =

x2

2∫
udv = uv −

∫
vdu

∴
∫

x tan−1 xdx =
1

2
x2 tan−1 x−

∫
x2

2
· 1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 tan−1 x− 1

2

∫
x2

1 + x2
dx

=
1

2
x2 tan−1 x− 1

2

∫
(x2 + 1)− 1

1 + x2
dx

=
1

2
x2 tan−1 x− 1

2

(∫
dx−

∫
1

1 + x2
dx

)
=

1

2
x2 tan−1 x− 1

2

(
x− tan−1 x

)
+ C

=
1

2
x2 tan−1 x− 1

2
x+

1

2
tan−1 x+ C∫

x secx tanxdx .13
الحل:

u = x dv = secx tanxdx

du = dx v = secx∫
udv = uv −

∫
vdu∫

x secx tanxdx = x secx−
∫

secxdx = x secx− ln | secx+ tanx|+ C

∫
ex cos(3x)dx .15

الحل:

u = cos(3x) dv = exdx

du = −3 sin(3x)dx v = ex∫
udv = uv −

∫
vdu

17



I =

∫
ex cos(3x)dx = ex cos(3x)−

∫
−3 sin(3x)exdx = ex cos(3x) + 3

∫
sin(3x)exdx∫

sin(3x)exdx Ǽحل نقوم الان

u = sin(3x) dv = exdx

du = 3 cos(3x)dx v = ex∫
sin(3x)exdx = sin(3x)ex − 3

∫
cos(3x)exdx = ex sin(3x)− 3I

∴ I =

∫
ex cos(3x)dx = ex cos(3x) + 3 (ex sin(3x)− 3I)

I = ex cos(3x) + 3ex sin(3x)− 9I

10I = ex cos(3x) + 3ex sin(3x) ⇒ I =
ex cos(3x) + 3ex sin(3x)

10
+ C∫

x sec−1 xdx .17
الحل:

u = sec−1 x dv = xdx

du =
1

x
√
x2 − 1

dx v =
x2

2∫
udv = uv −

∫
vdu∫

x sec−1 xdx =
x2

2
· sec−1 x−

∫
1

x
√
x2 − 1

· x
2

2
dx

=
x2

2
· sec−1 x− 1

2

∫
x√

x2 − 1
dx

=
x2

2
· sec−1 x− 1

2

1

2

∫
2x√
x2 − 1

dx

=
x2

2
· sec−1 x− 1

4

√
x2 − 1

1
2

+ C

=
1

2
x2 sec−1 x− 1

2

√
x2 − 1 + C∫

ln
(
x2 + 1

)
dx .21

الحل:
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u = ln
(
x2 + 1

)
dv = dx

du =
2x

x2 + 1
dx v = x∫

udv = uv −
∫

vdu∫
ln
(
x2 + 1

)
dx = x ln

(
x2 + 1

)
−
∫

x · x

x2 + 1
dx

= x ln
(
x2 + 1

)
− 2

∫
x2

x2 + 1
dx

= x ln
(
x2 + 1

)
− 2

∫
(x2 + 1)− 1

x2 + 1
dx

= x ln
(
x2 + 1

)
− 2

[∫
dx−

∫
1

x2 + 1
dx

]
= x ln

(
x2 + 1

)
− 2

[
x− tan−1 x

]
+ C

= x ln
(
x2 + 1

)
− 2x+ 2 tan−1 x+ C∫

e
√
3x+9dx .26
الحل:

t =
√
3x+ 9 ⇒ dt =

3

2
√
3x+ 9

dx ⇒ dt =
3

2t
dx

⇒ 2t

3
dt = dx

∴ I =

∫
e
√
3x+9dx =

2

3

∫
tetdt

u = t dv = etdt

du = dt v = et∫
udv = uv −

∫
vdu

I =
2

3

[
tet −

∫
etdt

]
=

2

3

[
tet − et

]
+ C

=
2

3

√
3x+ 9e

√
3x+9 − 2

3
e
√
3x+9 + C
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المثلثॻة الدوال قوى تكاملات 3∫
sinn x cosm dx ,

∫
cosm x dx ,

∫
sinn x dx التالॽة التكاملات سنعالج البند هذا ∫في

cscn x dx ,
∫

cotm x dx ,
∫

tanm x secn x dx ,
∫

secn x dx ,
∫

tanm x dx ,
على تعتمد ǼطرȄقة المعالجة هذه وسنقدم , m,n ∈ N حيث

∫
cotm x cscn x dx ,

إرشادات. شȞل على نضعها ثم ومن الأمثلة من عدد بتقدǽم الفهم
ملاحظات •

أم فردي عدد كونه حيث من m و n من كل نوع على المعالجة هذه تعتمد .1
زوجي.

وȃالتحدبد: المثلثॽة ǼالمتطاǼقات ملم القارئ Ȟǽون أن المهم من .2

sin2 x+ cos2 x = 1

sec2 x− tan2 x = 1

csc2 x− cot2 x = 1

cos2 x = 1+cos(2x)
2

sin2 x = 1−cos(2x)
2

∫
sinn x cosm dx ,

∫
cosm x dx ,

∫
sinn x dx 1 .3

أمثلة �

.
∫

sin2 x dx التكامل احسب .1
Ǽحيث F (x) أصلॽة دالة نعرف لا أننا الواضح من : ∫الحل

sin2 x dx = F (x) + C

في نفكر طرȄقة وأول لها حل عن نॼحث و مشȞلة كأنه السؤال نعتبر الان
هي المتاحة الخॽارات أن نلاحظ و التعوȄض هي استخدامها

u = x

u = sinx

u = sin2 x
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الاختॽار : أسهل تكامل الى تحولنا هل نتحقق و الاختॽارت نناقش الان
التكامل الى ǽحولنا فإنه الثاني الاختॽار أما و , منه فائدة لا ∫الاول

u2

√
1− u2

du

في الحل وسنقدم حله ǽمȞن أنه العلم (مع المعطى التكامل من أصعب وهو
أصعب تكامل إلى ǽقودنا الثالث الاختॽار أǽضاً و ( الله Ǽإذن قادم موضوع
أن فكرنا وȂذا , حالॽاً ǽخدمنا لا التعوȄض وȃالتالي المعطى التكامل من

هي المتاحة الخॽارات فإن التجزئ نستخدم
u = sinx dv = sinx dx

du = cosx dx v = − cosx
u = sin2 x dv = dx

du = 2 sinx cosx dx v = x

الى ǽقودنا الأول الاختॽار ∫الان
sin2 x dx = − sinx cosx+

∫
cos2 xdx

Ǽالتالي و المعطى السؤال من قرȄب هو ∫ cos2 xdx التكامل أن نجد وهنا
الان , ǽخدمنا لا التجزئ ومنه ǽفيد لا فإنه الثاني الاختॽار أما و ǽخدمنا لا
التخلص نحاول و ؟ السؤال هذا في الصعوȃة هي ما نفكر و قلॽلاً لنتوقف

المتطاǼقة أن نجد و الترॽȃع في الصعوȃة , منها

sin2 x =
1− cos (2x)

2

نستخدمها فدعونا الحل مفتاح هي و الصعوȃة هذه من ∫تخلصنا
sin2 x dx =

∫
1− cos (2x)

2
dx =

1

2

∫
dx− 1

2

∫
cos (2x) dx

=
1

2
x− 1

2

1

2
sin (2x) + C

=
1

2
x− 1

4
sin (2x) + C∫

sin4 xdx التكامل احسب .2
الواضح من أصॼح السابق السؤال في تمت التي المناقشة من أعتقد : الحل

المتطاǼقة استخدام هو الحل مفتاح أن

sin2 x =
1− cos (2x)

2
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∫إذن
sin4 x dx =

∫ (
sin2 x

)2
dx

=

∫ (
1− cos (2x)

2

)2

dx

=
1

4

∫ (
1− 2 cos (2x) + cos2 (2x)

)
dx

=
1

4
x− 1

4
sin (2x) +

1

4

∫
cos2 (2x) dx

=
1

4
x− 1

4
sin (2x) +

1

4

∫
1 + cos(4x)

2
dx cos2(2x) = 1+cos(4x)

2

=
1

4
x− 1

4
sin (2x) +

1

8

(∫
dx+

∫
cos(4x) dx

)
=

1

4
x− 1

4
sin (2x) +

1

8

(
x+

1

4
sin(4x)

)
+ C

=
3

8
x− 1

4
sin (2x) +

1

32
sin(4x) + C∫

cos3 x dx التكامل احسب .3
: الحل

: الأولى الطرȄقة

I =

∫
cos3 x dx =

∫
cos2 x cosx dx

u = cos2 x dv = cosx dx
du = −2 cosx sinx dx v = sinx

I = sinx cos2 x+ 2

∫
sin2 x cosx dx

= sinx cos2 x+ 2

∫
t2 dt t = sinx =⇒ dt = cosx dx

= sinx cos2 x+ 2
t3

3
+ C

= sinx cos2 x+
2

3
sin3 x+ C

أن نلاحظ : الثانॽة الطرȄقة
cos3 x = cos2 x cosx =

(
1− sin2 x

)
cosx

التكامل تحوȄل ǽمȞن وȃالتالي du = cosx dx أن نجد u = sinx بوضع
u = sinx التعوȄض Ǽاستخدام حدود كثيرة تكامل إلى مثلثॽة دوال قوى من
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. حساǼه السهل من الحدود كثيرة ∫وتكامل
cos3 x dx =

∫
cos2 x cosx dx

=

∫ (
1− sin2 x

)
cosx dx

=

∫ (
1− u2

)
du u = sinx =⇒ du = cosx dx

= u− u3

3
+ C

= sinx− sin3 x

3
+ C

: الحل
∫

sin7 x dx التكامل احسب .4
أن نلاحظ

sin7 x = sin6 x sinx =
(
sin2 x

)3 sinx =
(
1− cos2 x

)3 sinx

التكامل تحوȄل ǽمȞن وȃالتالي du = − sinx dx أن نجد u = cosx بوضع
u = cosx التعوȄض Ǽاستخدام حدود كثيرة تكامل إلى مثلثॽة دوال قوى من

. حساǼه السهل من الحدود كثيرة ∫وتكامل
sin7 x dx =

∫
sin6 x sinx dx

=

∫ (
sin2 x

)3 sinx dx

=

∫ (
1− cos2 x

)3 sinx dx

= −
∫ (

1− u2
)3

du u = cosx =⇒ du = − sinx dx

= −
∫ (

1− 3u2 + 3u4 − u6
)
du

= −
(
u− 3

u3

3
+ 3

u5

5
− u7

7

)
+ C

= −u+ u3 − 3

5
u5 +

u7

7
+ C

= − cosx+ cos3 x− 3

5
cos5 x+

cos7 x
7

+ C∫
sin2 x cos3 x dx التكامل احسب .5

أن نلاحظ : الحل
sin2 x cos3 x = sin2 x cos2 x cosx = sin2 x

(
1− sin2 x

)
cosx
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فإن ومنه
∴ I =

∫
sin2 x cos3 x dx =

∫
sin2 x

(
1− sin2 x

)
cosx dx

وȃالتالي موجودة وهي du = cosx dx فإن u = sinx وضعنا إذا الان
قوى تكامل من المعطى التكامل ǽحول و مفيد u = sinx التعوȄض ǽصॼح

إذن حدود. كثيرة تكامل إلى مثلثॽة دوال

I =

∫
sin2 x

(
1− sin2 x

)
cosx dx

=

∫
u2
(
1− u2

)
du u = sinx =⇒ du = cosx dx

=

∫ (
u2 − u4

)
du

=
u3

3
− u5

5
+ C

=
sin3 x

3
− sin5 x

5
+ C ∫

sin5 x cos4 x dx التكامل احسب .6
أن نلاحظ : الحل

sin5 x cos4 x =
(
sin2 x

)2 cos4 x sinx =
(
1− cos2 x

)2 cos4 x sinx

فإن ومنه
∴ I =

∫
sin5 x cos4 x dx =

∫ (
1− cos2 x

)2 cos4 x sinx dx

التكامل تحوȄل ǽمȞن وȃالتالي du = − sinx dx أن نجد u = cosx بوضع
u = cosx التعوȄض Ǽاستخدام حدود كثيرة تكامل إلى مثلثॽة دوال قوى من

إذن الحدود. كثيرة وتكامل
I =

∫ (
1− cos2 x

)2 cos4 x sinx dx

= −
∫ (

1− u2
)2

u4 du

= −
∫ (

1− 2u2 + u4
)
u4 du

= −
∫ (

u4 − 2u6 + u8
)
du

= −
(
u5

5
− 2

u7

7
+

u9

9

)
+ C

= −cos5 x
5

+
2

7
cos7 x− cos9 x

9
+ C
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∫
sin4 x cos3 x dx التكامل احسب .7

أن نلاحظ : الحل
sin4 x cos3 x = sin4 x cos2 x cosx = sin4 x

(
1− sin2 x

)
cosx

فإن ومنه
∴ I =

∫
sin4x cos3 x dx =

∫
sin4 x

(
1− sin2 x

)
cosx dx

وȃالتالي موجودة وهي du = cosx dx فإن u = sinx وضعنا إذا الان
قوى تكامل من المعطى التكامل ǽحول و مفيد u = sinx التعوȄض ǽصॼح

إذن حدود. كثيرة تكامل إلى مثلثॽة دوال
I =

∫
sin4 x

(
1− sin2 x

)
cosx dx

=

∫
u4
(
1− u2

)
du u = sinx =⇒ du = cosx dx

=

∫ (
u4 − u6

)
du

=
u5

5
− u7

7
+ C

=
sin5 x

5
− sin7 x

7
+ C ∫

sin4 x cos4 x dx التكامل احسب .8
فكرنا اذا Ǽمعنى الفكرة حيث من الأول المثال من قرȄب المثال هذا : الحل
الشȞل في تلاعب بدون (أي مॼاشرة التعوȄض Ǽاستخدام التكامل إنجاز في
dv و u اختॽار كان (مهما التجزئ أو ( المتطاǼقات Ǽعض استخدام و
ǽمȞن لا أǽضاً و أصعب إنجازه) ǽمȞن (رȃما تكامل إلى سنصل فإننا (
7 , 6 , 5 الأمثلة في فعلنا كما حدود كثيرة تكامل إلى التكامل تحوȄل
متطاǼقة Ǽاستخدام وذلك 1 إلى 2 إلى 4 من الأس تخفॽض نستطॽع ولكن

: لدينا الأن sin2 x و cos2 x من لكل الضعف

sin4 x cos4 x =
(
sin2 x

)2 (cos2 x
)2

=

(
1

2
[1− cos 2x]

)2(
1

2
[1 + cos 2x]

)2

=
1

16

(
1− cos2 2x

)2
=

1

16

(
sin2 2x

)2
=

1

16

(
1− cos 4x

2

)2

=
1

64

(
1− 2 cos 4x+ cos2 4x

)
=

1

64

(
1− 2 cos 4x+

1 + cos 8x
2

)
=

1

64
− 1

32
cos 4x+

1

128
(1 + cos 8x) = 3

128
− 1

32
cos 4x+

1

128
cos 8x
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∴ sin4 x cos4 x =
3

128
− 1

32
cos 4x+

1

128
cos 8x

أن نجد ∫وȃالتالي
sin4 x cos4 x dx =

∫ (
3

128
− 1

32
cos 4x+

1

128
cos 8x

)
dx

=
3

128
x− 1

128
sin 4x+

1

1024
sin 8x+ C

∫
sinn x cosm dx ,

∫
cosm x dx ,

∫
sinn x dx التكاملات لحساب إرشادات نضع الان

: كمايلي الساǼقة) الأمثلة فهم على كبير ǼشȞل تعتمد الإرشادات (وهذه

. n ≥ 2 حيث
∫

sinn x dx لحساب إرشادات �

: مايلي نطبق k ≥ 1 حيث n = 2k + 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .1

∫
sinn x dx =

∫
sin2k+1 x dx =

∫
sin2k x sinx dx

=

∫ (
sin2

)k
x sinx dx

=

∫ (
1− cos2 x

)k
x sinx dx sin2 x = 1− cos2 x

= −
∫ (

1− u2
)k

du u = cosx =⇒ du = − sinxdx

∴
∫

sinn x dx
u=cosx
=

du=− sinxdx
−
∫ (

1− u2
)k

du (2)

أحد في فعلنها ما (هذا حدود كثيرة تكامل إلى تحولنا أنه (2) في ونلاحظ
حد كل مȞاملة و الأقواس فك هو الأن فعله علينا ما ل وؗ الساǼقة) الأمثلة

. الحالة هذه مناقشة من انتهينا نكون بذلك و جداً سهل وهذا
الضعف متطاǼقة نستخدم k ≥ 1 حيث n = 2k︸ ︷︷ ︸

زوجي عدد
كان إذا .2

sin2 x =
1− cos 2x

2
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: ∫كمايلي
sinn x dx =

∫
sin2k x dx =

∫ (
sin2 x

)k
dx

=

∫ (
1− cos 2x

2

)k

dx

=
1

2k

∫
(1− cos 2x)k dx

∴
∫

sinn x dx =

∫
sin2k x dx =

1

2k

∫
(1− cos 2x)k dx (3)

) القوس Ǽفك نقوم (3) في الأحمر Ǽاللون الموضح التكامل نحسب ولكي
Ǽاستخدام ) الحدود على التكامل نوزع ثم من و ( الحدين ذات Ǽاستخدام
Ǽعد التكاملات Ǽعض تحتوي أن الطبॽعي من و ( للتكامل الخطॽة الخاصॽة
نوع حسب على معها التعامل يتم و التكاملات هذه في cosa على التوزȄع
نستخدم زوجي كان إذا و 1 في ورد ما نطبق فردي كان حال في الأس

. 2 في ورد كما نكمل ثم من و الضعف متطاǼقة

. n ≥ 2 حيث
∫

cosm x dx لحساب إرشادات �

: مايلي نطبق k ≥ 1 حيث m = 2k + 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .1

∫
cosm x dx =

∫
cos2k+1 x dx =

∫
cos2k x cosx dx

=

∫ (
cos2

)k
x cosx dx

=

∫ (
1− sin2 x

)k
x cosx dx cos2 x = 1− sin2 x

=

∫ (
1− u2

)k
du u = sinx =⇒ du = cosxdx

∴
∫

cosm x dx
u=sinx
=

du=cosxdx

∫ (
1− u2

)k
du (4)

أحد في فعلنها ما (هذا حدود كثيرة تكامل إلى تحولنا أنه (4) في ونلاحظ
حد كل مȞاملة و الأقواس فك هو الأن فعله علينا ما ل وؗ الساǼقة) الأمثلة

. الحالة هذه مناقشة من انتهينا نكون بذلك و جداً سهل وهذا
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الضعف متطاǼقة نستخدم k ≥ 1 حيث m = 2k︸ ︷︷ ︸
زوجي عدد

كان إذا .2

cos2 x =
1 + cos 2x

2

: ∫كمايلي
cosm x dx =

∫
cos2k x dx =

∫ (
cos2 x

)k
dx

=

∫ (
1 + cos 2x

2

)k

dx

=
1

2k

∫
(1 + cos 2x)k dx

∴
∫

cosm x dx =

∫
cos2k x dx =

1

2k

∫
(1 + cos 2x)k dx (5)

) القوس Ǽفك نقوم (5) في الأحمر Ǽاللون الموضح التكامل نحسب ولكي
Ǽاستخدام ) الحدود على التكامل نوزع ثم من و ( الحدين ذات Ǽاستخدام
Ǽعد التكاملات Ǽعض تحتوي أن الطبॽعي من و ( للتكامل الخطॽة الخاصॽة
نوع حسب على معها التعامل يتم و التكاملات هذه في cosa على التوزȄع
نستخدم زوجي كان إذا و 1 في ورد ما نطبق فردي كان حال في الأس

. 2 في ورد كما نكمل ثم من الضعف ∫متطاǼقة
sinn x cosm dx لحساب إرشادات �

مايلي: نطبق n = 2k + 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .1

∫
sinn x cosm x dx =

∫
sin2k+1 x cosm x dx

=

∫
sin2k x cosm x sinx dx

=

∫ (
sin2 x

)k cosm x sinx dx

=

∫ (
1− cos2 x

)k cosm x sinx dx sin2 x = 1− cos2 x

= −
∫ (

1− u2
)k

um du u = cosx =⇒ du = − sinxdx

∫
sinn x cosm x dx

u=cosx
=

du=− sinx dx
−
∫ (

1− u2
)k

um du (6)
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تॼسॽط هو فعله علينا ما ل وؗ كثيرة تكامل إلى تحولنا أنه (6) في ونلاحظ
. جداً Ǽسॽط أمر هو و حد كل مȞاملة ثم من و التكامل داخل ما

مايلي: نطبق m = 2t+ 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .2

∫
sinn x cosm x dx =

∫
sinn x cos2t+1 x dx

=

∫
sinn x cos2t x cosx dx

=

∫
sinn x

(
cos2 x

)t cosx dx

=

∫
sinn x

(
1− sin2 x

)t sinx dx cos2 x = 1− sin2 x

=

∫
un
(
1− u2

)t
du u = sinx =⇒ du = cosxdx

∫
sinn x cosm x dx

u=sinx
=

du=cosx dx

∫
un
(
1− u2

)t
du (7)

تॼسॽط هو فعله علينا ما ل وؗ كثيرة تكامل إلى تحولنا أنه (7) في ونلاحظ
. جداً Ǽسॽط أمر هو و حد كل مȞاملة ثم من و التكامل داخل ما

متطاǼقة نستخدم t ≥ 1 حيث m = 2t︸ ︷︷ ︸
زوجي عدد

و k ≥ 1 حيث n = 2k︸ ︷︷ ︸
زوجي عدد

كان إذا .3

لدينا ولॽصॼح cos2 x و sin2 x من لكل ∫الضعف
sinnx cosm dx =

∫ (
sin2 x

)k (cos2 x
)t

dx

=

∫ (
1− cos 2x

2

)k (
1 + cos 2x

2

)t

dx

=
1

2k+t

∫
(1− cos 2x)k (1 + cos 2x)t dx

∫
sinn x cosm dx =

1

2k+t

∫
(1− cos 2x)k (1 + cos 2x)t dx (8)

هو الأحمر Ǽاللون الموضح التكامل لحساب (8) في Ǽه القॽم علينا ما ل وؗ
نلاحظ و الحدود على التكامل نوزع ذلك Ǽعد و التكامل داخل ما تॼسॽط
داخل Ȟǽون ما النظر Ǽغض و cosa على تحتوي التكاملات Ǽعض أن
في
∫

cosm xdx التكامل مع تعاملنا كما التكاملات هذه مع نتعامل الزاوȄة
السابق.
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تمارȂن 1 .1 .3
المعطى. التكامل احسب 23 إلى 1 من التمارȄن في J∫

sin3 x cosxdx .1∫
sin3 x cos3 xdx .2∫
sin5 x cos2 xdx .3∫
sin3 x

√
cosxdx .4∫

sin2
(x
2

)
cos2

(x
2

)
dx .5∫

cos4 xdx .6∫
sin2 x cos4 xdx .7∫
cos3 x sinxdx .8∫

sin5 3x cos 3xdx .9∫
sin2 5θdθ .10∫
cos2 3xdx .11∫

sin2 x cos2 xdx .12

∫
sin2 x cos4 xdx .13∫

cos1/3 x sinxdx .14∫ π/2

0

cos3 xdx .15∫ π/3

0

sin4 3x cos3 3xdx .16∫ π

−π

cos2 5θdθ .17∫ cosx
2− sinx

dx .18∫
1− sinx

cosx dx .19∫ cosx+ sinx

sin 2x
dx .20∫ sin3 x

cos2 xdx .21∫ cos3 x√
sinx

dx .22∫
dx

1− sinx
dx .23
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .1 .3∫
sin3 x cosxdx .1

الحل:
u = sinx ⇒ du = cosxdx∫

sin3 x cosxdx =

∫
u3du =

u4

4
+ C =

(sinx)4

4
+ C

∫
sin5 x cos2 xdx .3

∫الحل:
sin5 x cos2 xdx =

∫
sin4 x cos2 x sinxdx

=

∫ (
sin2 x

)2 cos2 x sinxdx

=

∫ (
1− cos2 x

)2 cos2 x sinxdx u = cosx =⇒ du = − sinxdx

= −
∫ (

1− u2
)2

u2du

= −
∫ (

1− 2u2 + u4
)
u2du

=

∫ (
−u2 + 2u4 − u6

)
du

= −u3

3
+ 2

u4

4
− u7

7
+ C

= −(sinx)3

3
+ 2

(sinx)4

4
− (sinx)7

7
+ C
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∫
sin3 x

√
cosxdx .4

∫الحل:
sin3 x

√
cosxdx =

∫
sin2 x

√
cosx sinx dx

=

∫ (
1− cos2 x

)√
cosx sinx dx sin2 x = 1− cos2 x

= −
∫ (

1− u2
)√

u du u = cosx =⇒ du = − sinx dx

= −
∫ (

1− u2
)
u

1
2 du

= −
∫ (

u
1
2 − u

5
2

)
du

= −

(
u

3
2

3
2

− u
7
2

7
2

)
+ C

= −2

3
cos 3

2 x+
2

7
cos 7

2 x+ C ∫
cos4 xdx .6

∫الحل:
cos4 xdx =

∫ (
cos2 x

)2
dx =

∫ (
1 + cos(2x)

2

)2

dx

=
1

4

∫ (
1 + 2 cos(2x) + cos2(2x)

)
dx

=
1

4
x+

1

2
· sin(2x)

2
+

1

4

∫
1 + cos(4x)

2
dx

=
1

4
x+

sin(2x)
4

+
1

8

(
x+

sin(4x)
4

)
+ C

=
3x

8
+

sin(2x)
4

+
sin(4x)

32
+ C ∫

sin2 x cos2 xdx .12
∫الحل:

sin2 x cos2 x dx =

∫ (
1

2
sin 2x

)2

dx =
1

4

∫
sin2 2x dx

=
1

8

∫
(1− cos 4x) dx

=
1

8
x− 1

32
sin 4x+ C.
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∫
dx

1− sinx
dx .23

∫الحل:
dx

1− sinx
dx =

∫
1

1− sinx
× 1 + sinx

1 + sinx
dx

=

∫
1 + sinx

1− sin2 x
dx

=

∫
1 + sinx

cos2 x dx cos2 x = 1− sin2 x

=

∫ (
1

cos2 x +
sinx

cos2 x

)
dx

=

∫
sec2 x dx+

∫
cos−2 x sinx dx

= tanx−
∫

u−2 du u = cosx =⇒ du = − sinx dx

= tanx− u−1

−1
+ C

= tanx+ (cosx)−1 + C

= tanx+ secx+ C
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cotx , cscx , tanx , secx الدوال قوى 2 .3∫
tanm x secn x dx ,

∫
secn x dx ,

∫
tanm x dx •

أمثلة �∫
sec6 x dx التكامل احسب .1

أن نلاحظ : الحل
sec6 x =

(
sec2 x

)2 sec2 x =
(
tan2 x+ 1

)2 sec2 x

∴ I =

∫
sec6 x dx =

∫ (
tan2 x+ 1

)2 sec2 x dx

I
u=tanx
=

du=sec2 x dx

∫ (
u2 + 1

)2
du =

∫ (
u4 + 2u2 + 1

)
du

=
u5

5
+ 2

u3

3
+ u+ C

=
(tanx)5

5
+ 2

(tanx)3

3
+ tanx+ C∫

tan3 x sec3 x dx التكامل احسب .2
أن نلاحظ الحل:

tan3 x sec3 x = tan2 x sec2 x secx tanx

=
(
sec2 x− 1

)
sec2 x secx tanx

=
(
sec4 x− sec2 x

)
secx tanx

∴ I =

∫
tan3 x sec3 x dx =

∫ (
sec4 x− sec2 x

)
secx tanx dx

I
u=secx
=

du=secx tanxdx

∫ (
u4 − u2

)
du =

u5

5
− u3

3
+ C

=
sec5 x
5

− sec3 x
3

+ C∫
tan3 x sec5 x dx التكامل احسب .3

أن نلاحظ الحل:
tan3 x sec5 x = tan2 sec4 x secx tanx

=
(
sec2 x− 1

)
sec4 x secx tanx
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∴ I =

∫
tan3 x sec5 x dx =

∫ (
sec2 x− 1

)
sec4 x secx tanx dx

I
u=secx
=

du=secx tanxdx

∫ (
u2 − 1

)
u4 du =

∫ (
u6 − u4

)
du

=
u7

7
− u5

5
+ C

=
sec7 x
7

− sec5 x
5

+ C∫
tan2 x sec4 x dx التكامل احسب .4

أن نلاحظ : الحل
tan2 x sec4 x = tan2 x sec2 x sec2 x

= tan2 x
(
1 + tan2 x

)
sec2 x

∴ I =

∫
tan2 x sec4 x dx =

∫
tan2 x

(
1 + tan2 x

)
sec2 x dx

I
u=tanx
=

du=sec2 xdx

∫
u2
(
u2 + 1

)
du =

∫ (
u4 + u2

)
du

=
u5

5
+

u3

3
+ C

=
tan5 x

5
+

tan3 x

3
+ C∫

tan5 x sec6 x dx التكامل احسب .5
أن نلاحظ : الحل

tan5 x sec6 x = tan5 x sec4 x sec2 x
= tan5 x

(
tan2 x+ 1

)2 sec2 x

∴ I =

∫
tan5 x sec6 x dx =

∫
tan5 x

(
tan2 x+ 1

)2 sec2 x dx

I
u=tanx
=

du=sec2 xdx

∫
u5
(
u2 + 1

)2
du =

∫
u5
(
u4 + 2u2 + 1

)
du

=

∫ (
u9 + 2u7 + u5

)
du

=
u10

10
+ 2

u8

8
+

u6

6
+ C

=
tan10 x

10
+

tan8 x

4
+

tan6 x

6
+ C
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∫
sec3 x dx التكامل احسب .6

الساǼقة الأمثلة في فعلناه ما نطبق أن نستطॽع لن المثال هذا في : الحل
sec3 x = جعلنا إذا و sec2 x هي tanx مشتقة أن ذلك في السبب و
بوضع وذلك حدود كثيرة تكامل إلى نتحول أن ǽمȞن لا فإنه secx sec2 x
إخراج Ǽعد secx على المتॼقي الأس Ȟǽون أن إلى نحتاج لأنه u = tanx

في كما tan2 x + 1 = sec2 x المتطاǼقة نستخدم لكي زوجي عدد sec2

. التجزئ طرȄقة نستخدم سوف لذلك . الساǼقة الأمثلة
I =

∫
sec3 x dx =

∫
secx sec2 x dx

u = secx dv = sec2 xdx
du = secx tanx dx v = tanx

I = secx tanx−
∫

secx tanx tanx dx

= secx tanx−
∫

secx tan2 x dx

= secx tanx−
∫

secx
(
sec2 x− 1

)
dx

= secx tanx−
∫ (

sec3 x− secx
)
dx

= secx tanx−
∫

sec3 x dx︸ ︷︷ ︸
=I

+

∫
secx dx

= secx tanx− I + ln |secx+ tanx|
إذن

I = secx tanx− I + ln |secx+ tanx|
وȃالتالي

2I = secx tanx+ ln |secx+ tanx|

أن نجد ومنه
I =

1

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|) + C∫

sec5 x dx التكامل احسب .7
المثال في فعلنا كما Ǽالتجزئ التكامل طرȄقة نستخدم المثال هذا في : الحل

السॼاب. لنفس 6
I =

∫
sec5 x dx =

∫
sec3 x sec2 x dx
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u = sec3 x dv = sec2 xdx
du = 3 sec3 tanx dx v = tanx

I = sec3 x tanx− 3

∫
sec3 x tan2 x dx

= sec3 x tanx− 3

∫
sec3 x

(
sec2 x− 1

)
dx

= sec3 x tanx− 3

∫ (
sec5 x− sec3 x

)
dx

= sec3 x tanx− 3

∫
sec5 x dx︸ ︷︷ ︸

=I

+ 3

∫
sec3 x dx

= sec3 x tanx− 3I +
3

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|)

إذن
I = sec3 x tanx− 3I +

3

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|)

وȃالتالي

4I = sec3 x tanx+
3

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|)

أن نجد ومنه

I =
1

4

(
sec3 x tanx+

3

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|)

)
+ C

∫
tan4 x dx التكامل احسب .8

: ∫الحل
tan4 x dx =

∫
tan2 x tan2 x dx

=

∫
tan2 x

(
sec2 x− 1

)
dx

=

∫
tan2 x sec2 x dx−

∫
tan2 x dx

=
tan3 x

3
−
∫ (

sec2 x− 1
)
dx

=
tan3 x

3
−
∫

sec2 x dx+

∫
dx

=
tan3 x

3
− tanx+ x+ C
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∫
tan5 x dx التكامل احسب .9

: ∫الحل
tan5 x dx =

∫
tan3 x tan2 x dx

=

∫
tan3 x

(
sec2 x− 1

)
dx

=

∫
tan3 x sec2 x dx−

∫
tan3 x dx

=
tan4 x

4
−
∫

tanx
(
sec2 x− 1

)
dx

=
tan4 x

4
−
∫

tanx sec2 x dx+

∫
tanx dx

=
tan4 x

4
− tan2 x

2
+ ln |secx|+ C∫
tan2 x secx dx التكامل احسب .10

: الحل
∫

tan2 x secx dx =

∫ (
sec2 x− 1

)
secx dx

=

∫ (
sec3 x− secx

)
dx

=

∫
sec3 x dx−

∫
secx dx

=
1

2
(secx tanx+ ln |secx+ tanx|)− ln |secx+ tanx|+ C

=
1

2
secx tanx+

1

2
ln |secx+ tanx| − ln |secx+ tanx|+ C

=
1

2
secx tanx− 1

2
ln |secx+ tanx|+ C∫

tan2 x sec3 x dx التكامل احسب .11

I =

∫
tan2 x sec3 x dx =

∫ (
sec2 x− 1

)
sec3 x dx

=

∫ (
sec5 x− sec3 x

)
dx

=

∫
sec5 x dx−

∫
sec3 x dx
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أن نجد 7 و 6 المثالين ومن
∫

sec3 x dx =
1

2
secx tanx+

1

2
ln |secx+ tanx|+ C0∫

sec5 x dx =
1

4
sec3 x tanx+

3

8
secx tanx+

3

8
ln |secx+ tanx|+ C1

: فإن وȃالتالي

I =
1

4
sec3 x tanx− 1

8
secx tanx =

1

8
ln |secx+ tanx|+ C

.
∫

secn x dx التكامل لحساب إرشادات �

: مايلي نطبق k ≥ 1 حيث n = 2k + 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .1

يلي كما Ǽالتجزئ التكامل نستخدم

I =

∫
secn x dx =

∫
sec(2k+1) x dx =

∫
sec2k−1 x sec2 x dx

نأخذ ثم ومن
u = sec2k−1 x dv = sec2 x dx
du = (2k − 1) sec2k−1 x tanx dx v = tanx

: فإن وȃالتالي

I =

∫
secn x dx

= sec2k−1 x tanx− (2k − 1)

∫
sec2k−1 x tan2 x dx

= sec2k−1 x tanx− (2k − 1)

∫
sec2k−1 x

(
sec2 x− 1

)
dx

= sec2k−1 x tanx− (2k − 1)

∫
sec2k+1 x dx+ (2k − 1)

∫
sec2k−1 x dx

= sec2k−1 x tanx− (2k − 1)

∫
secn x dx︸ ︷︷ ︸

=I

+ (2k − 1)

∫
sec2k−1 x dx

∴ I = sec2k−1 x tanx− (2k − 1)I + (2k − 1)

∫
sec2k−1 x dx

فإن وȃالتالي

∴ (2k)I = sec2k−1 x tanx+ (2k − 1)

∫
sec2k−1 x dx
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أن أي

∴ I =
1

n− 1
secn−2 x tanx+

n− 2

n− 1

∫
secn−2 x dx n− 2 = 2k − 1 , n− 1 = 2k

ونلاحظ
∫

secn−2 x dx التكامل حساب الا علينا ما I التكامل لحساب الأن
فعلنا كما Ǽالتجزئ التكامل نستخدم ولحساǼه فردي عدد n − 2 العدد أن
المثالين في فعلنا كما التكامل قॽمة إلى نصل حتى نستمر وهȞذا I Ǽالتكامل

. 7 و 6
: مايلي نطبق k ≥ 2 حيث n = 2k︸ ︷︷ ︸

زوجي عدد
كان إذا .2

∫
secn x dx =

∫
sec2k x dx

=

∫
sec2k−2 x sec2 x dx

=

∫
sec2(k−1) x sec2 x dx

=

∫ (
sec2 x

)k−1 sec2 x dx

=

∫ (
tan2 x+ 1

)k−1 sec2 x dx

=

∫ (
u2 + 1

)k−1
du u = tanx =⇒ du = sec2 x dx

حدود. كثيرة تكامل على نحصل ثم ومن الأقواس Ǽفك نقوم الأن

.
∫

tanm x dx التكامل لحساب إرشادات �

يلي ما نطبق m ≥ 2 حيث
∫

tanm x dx التكامل لحساب
∫

tanm x dx =

∫
tanm−2 x tan2 dx

=

∫
tanm−2 x

(
sec2 x− 1

)
dx

=

∫
tanm−2 x sec2 x dx−

∫
tanm−2 x dx u = tanx =⇒ du = sec2 x dx

=

∫
um−2 du−

∫
tanm−2 x dx

=
tanm−1 x

m− 1
−
∫

tanm−2 x dx
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.
∫

tanm−2 x dx لحساب نكمل الطرȄقة وȃنفس

.
∫

tanm x secn x dx التكامل لحساب إرشادات �

: يلي ما نطبق k ≥ 1 حيث n = 2k︸ ︷︷ ︸
زوجي عدد

كان إذا .1

∫
tanm x secn x dx =

∫
tanm x sec2k x dx

=

∫
tanm x sec2k−2 x sec2 x dx

=

∫
tanm x sec2(k−1) x sec2 x dx

=

∫
tanm x

(
sec2 x

)k−1 sec2 x dx

=

∫
tanm x

(
tan2 x+ 1

)k−1 sec2 x dx

=

∫
um
(
u2 + 1

)k−1
du u = tanx =⇒ du = sec2 x dx

التعوȄض و tan2 x + 1 = sec2 x المتطاǼقة استخدمنا الحالة هذه في
. حدود كثيرة تكامل على حصلنا و u = tanx

: يلي ما نطبق k ≥ 1 حيث m = 2k + 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .2

∫
tanm x secn x dx =

∫
tan2k+1 x secn x dx

=

∫
tan2k x secn−1 x secx tanx dx

=

∫ (
tan2 x

)k secn−1 x secx tanx dx

=

∫ (
sec2 x− 1

)k secn−1 x secx tanx dx

=

∫ (
u2 − 1

)k
un−1 du u = secx =⇒ du = secx tanx dx

التعوȄض و tan2 x = sec2 x − 1 المتطاǼقة استخدمنا الحالة هذه في
. حدود كثيرة تكامل على حصلنا و u = secx
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: يلي ما نطبق m = 2k︸ ︷︷ ︸
زوجي عدد

و n = 2t+ 1︸ ︷︷ ︸
فردي عدد

كان إذا .3

∫
tanm x secn x dx =

∫
tan2k x secn x dx

=

∫ (
tan2 x

)k secn dx

=

∫ (
sec2 x− 1

)k secn dx

التكامل وتحول tan2 x = sec2 x − 1 المتطاǼقة استخدمنا الحالة هذه في
وسبق فردǽة القوى وهذه secx قوى في تكامل إلى

∫
tanm x secn x dx

معه. التعامل كॽفॽة بينا ∫أن
cotm x cscn x dx ,

∫
cscn x dx ,

∫
cotm x dx •

هو فعله علينا ما ل وؗ 2 .3 في للتكاملات مماثلة ǼطرȄقة التكاملات هذه معالجة تتم
. tan2 x+ 1 = sec2 x المتطاǼقة من بدلاً cot2 x+ 1 = csc2 x المتطاǼقة استخدام
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تمارȂن 1 .2 .3
المعطى. التكامل احسب 27 إلى 1 من التمارȄن في J∫

tan2 x sec2 x dx .1∫
tan5 x sec4 x dx .2∫

tan 4x sec4 4x dx .3∫
tan4 θ sec4 θ dθ .4∫
sec7 x tan5 xdx .5∫

tan5 θ sec θdθ .6∫
tan4 x secxdx .7∫

tan9 x sec4 xdx .8∫
tan t sec3 tdt .9∫

tanx sec5 xdx .10∫
sec4 xdx .11∫
sec7 xdx .12∫

tan3 4xdx .13∫
tan6 xdx .14

∫ √
tanx sec4 xdx .15∫

tanx sec3/2 xdx .16∫
tan2 2xdx .17∫

sec3 2θ tan 2θdθ .18∫
tan5 x

2
dx .19∫

cot3 x csc3 xdx .20∫
cot3 xdx .21∫
csc4 xdx .22∫
csc3 xdx .23∫
csc5 xdx .24∫

1− tan2 x

sec2 x dx .25∫ sec3 x
tanx

dx .26∫
18 tan2 x sec2 x
(2 + tan3 x)

2 dx .27
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .2 .3∫
tan9 x sec4 xdx .8

: ∫الحل
tan9 x sec4 xdx =

∫
tan9 x sec2 x sec2 xdx

=

∫
tan9 x

(
tan2 x+ 1

)
sec2 xdx

=

∫
u9
(
u2 + 1

)
du u = tanx ⇒ du = sec2 xdx

=

∫ (
u11 + u9

)
∂u

=
u12

12
+

u10

10
+ c

=
tan12 x

12
+

tan10 x

10
+ C

∫ √
tanx sec4 xdx .15

: ∫الحل √
tanx sec4 xdx =

∫ √
tanx sec2 x sec2 x dx

=

∫ √
tanx

(
tan2 x+ 1

)
sec2 x dx

=

∫ √
u
(
u2 + 1

)
dx u = tanx ⇒ du = sec2 xdx

=

∫
u1/2

(
u2 + 1

)
dx

=

∫ (
u5/2 + u1/2

)
du

=
u7/2

7/2
+

u3/2

3/2
+ c

=
2

7
tan7/2 x+

2

3
tan3/2 x+ C

∫
cot3 x csc3 xdx .20
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: ∫الحل
cot3 x csc3 xdx =

∫
cot2 x csc2 x cotx cscxdx

=

∫ (
csc2 x− 1

)
csc2 x cotx cscx∂x

= −
∫ (

u2 − 1
)
u2du u = cscx ⇒ du = − cotx cscxxdx

= −
∫ (

u4 − u2
)
du

= −u5

5
+

u3

3
+ c

= −csc5 x
5

+
csc3 x
3

+ C

∫
cot3 xdx .21

: ∫الحل
cot3 xdx =

∫
cotx cot2 xdx

=

∫
cotx

(
csc2 x− 1

)
dx

=

∫
cotx csc2 xdx−

∫
cotxdx

=−
∫

udu−
∫

cotxdx u = cotx ⇒ du = − csc2 xxdx

=− u2

2
− ln | sinx|+ C

=− cot2 x
2

− ln | sinx|+ C

∫
csc4 xdx .22
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: ∫الحل
csc4 xdx =

∫
csc2 x csc2 xdx

=

∫ (
cot2 x+ 1

)
csc2 xdx

= −
∫ (

u2 + 1
)
du u = cotx ⇒ du = − csc2 xxdx

= −u3

3
− u+ c

= −cot3 x
3

− cotx+ c

∫
csc3 xdx .23

: الحل
I =

∫
csc3 x dx =

∫
cscx csc2 x dx

u = cscx dv = csc2 xdx
du = − cscx cotxdx v = − cotx

I = − cscx cotx−
∫

cscx cot2 xdx

= − cscx cotx−
∫

cscx
(
csc2 x− 1

)
dx

= − cscx cotx−
∫

csc3 xdx︸ ︷︷ ︸
I

+

∫
cscxdx

= − cscx cotx− I + ln | cscx− cotx|
∴ I = − cscx cotx− I + ln | cscx− cotx|

فإن وȃالتالي

I = −1

2
cscx cotx+

1

2
ln | cscx− cotx|+ C
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المثلثॻة التعوȂضات 4
: التالॽة الجذور أحد على تحتوي التي التكاملات معالجة هو البند هذا من الهدف

√
a2 − x2 ,

√
a2 + x2 ,

√
x2 − a2 , a > 0

sec θ , tan θ , sin θ الدوال Ǽاستخدام ذلك وȄتم الجذر من التخلص خلال من وذلك
إلى الجذر) ǽحتوي (الذي المعطى التكامل بتحوȄل نقوم التعوȄضات هذه وȃاستخدام

. السابق البند في كما معه نتعامل و مثلثॽة دوال قوى تكامل
: ملاحظات •

.θ ∈ [−π/2, π/2] لكل cos θ ≥ 0 .1
.θ ∈ (−π/2, π/2) لكل sec θ > 0 .2

.θ ∈ [0, π/2) ∪ [π, 3π/2) لكل tan θ ≥ 0 .3
.[−π/2, π/2] على عȞسॽة دالة تقبل sin θ الدالة .4

.(−π/2, π/2) على عȞسॽة دالة تقبل tan θ الدالة .5
.[0, π/2) ∪ [π, 3π/2) على عȞسॽة دالة تقبل sec θ الدالة .6

θ ∈ [−π/2, π/2] حيث x = a sin θ نضع √a2 − x2 , a > 0 الجذر من للتخلص J
أن نجد عندئذ

√
a2 − x2 =

√
a2 − a2 sin2 θ

=
√
a2
(
1− sin2 θ

)
= a

√
cos2 θ

= a |cos θ|
= a cos θ

. dx = a cos θ dθ وأǽضاً
θ ∈ (−π/2, π/2) حيث x = a tan θ نضع √a2 + x2 , a > 0 الجذر من للتخلص J

أن نجد عندئذ
√
a2 + x2 =

√
a2 + a2 tan2 θ

=
√
a2 (1 + tan2 θ)

= a
√

sec2 θ
= a |sec θ|
= a sec θ

. dx = a sec2 θ dθ وأǽضاً
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θ ∈ [0, π/2)∪ حيث x = a sec θ نضع √x2 − a2 , a > 0 الجذر من للتخلص J
أن نجد عندئذ [π, 3π/2)

√
x2 − a2 =

√
a2 sec2 −a2θ

=
√

a2 (sec2 θ − 1)

= a
√

tan2 θ

= a |tan θ|
= a tan θ

. dx = a sec θ tan θ dθ وأǽضاً
أمثلة �

.
∫

dx

x2
√
4− x2

التكامل احسب .1
θ ∈ حيث x = 2 sin θ نضع √

4− x2 الجذر من للتخلص : الحل
فإن ولذا dx = 2 cos θdθ عندئذ (−π/2, π/2)∫

dx

x2
√
4− x2

=

∫
2 cos θdθ

(2 sin θ)2
√
4− 4 sin2 θ

=

∫
2 cos θdθ

(2 sin θ)2(2 cos θ)

=
1

4

∫
dθ

sin2 θ

=
1

4

∫
csc2 θdθ

= −1

4
cot θ + C

بتمثيل وذلك x بدلالة cot θ عن التعبير علينا يتوجب الحل ولإكمال
التالي الشȞل في كما الزاوȄة قائم مثلث على x = 2 sin θ التعوȄض

فإن ∫وȃالتالي
dx

x2
√
4− x2

= −1

4
·
√
4− x2

x
+ C
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.
∫

1√
9 + x2

dx التكامل احسب .2
θ ∈ حيث x = 3 tan θ نضع √

9 + x2 الجذر من للتخلص : الحل
فإن ولذا dx = 3 sec2 θdθ عندئذ (−π/2, π/2)∫

1√
9 + x2

dx =

∫
3 sec2 θ√

9 + 9 tan2 θ
dθ

=

∫
3 sec2 θ
3 sec θ dθ

=

∫
sec θ dθ

= ln |sec θ + tan θ|+ C

بتمثيل وذلك x بدلالة sec θ و tan θ عن التعبير علينا يتوجب الحل ولإكمال
التالي الشȞل في كما الزاوȄة قائم مثلث على x = 3 tan θ التعوȄض

فإن وȃالتالي
∫

1√
9 + x2

dx = ln
∣∣∣∣∣
√
9 + x2

3
+

x

3

∣∣∣∣∣+ C

∫ √
x2 − 9

x
dx التكامل احسب .3

θ ∈ حيث x = 3 sec θ نضع √
x2 − 9 الجذر من للتخلص : الحل

فإن ولذا dx = 3 sec θ tan θdθ عندئذ [0, π/2) ∪ [π, 3π/2)∫ √
x2 − 9

x
dx =

∫ √
9 sec2 θ − 9

3 sec θ 3 sec θ tan θ dθ

=

∫
3 tan θ tan θ dθ

= 3

∫
tan2 θ dθ

= 3

∫ (
sec2 −1

)
dθ

= 3 tan θ − 3θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام الأن
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θ = sec−1
(x
3

)
فإن x = 3 sec θ أن وȃما tan θ =

√
x2 − 1

3
أن نجد
فإن ∫ولذا √

x2 − 9

x
dx =

√
x2 − 1− 3 sec−1

(x
3

)
+ C

.
∫

(1− x2)
3
2

x6
dx التكامل احسب .4

dx = cos θdθ عندئذ θ ∈ (−π/2, π/2) حيث x = sin θ بوضع : الحل
فإن ∫ولذا

(1− x2)
3
2

x6
dx =

∫ (
1− sin2 θ

) 3
2

sin6 θ
cos θ dθ

=

∫
(cos2 θ)

3
2

sin6 θ
cos θ dθ

=

∫ cos3 θ
sin6 θ

cos θ dθ

=

∫ cos4 θ
sin6 θ

dθ

=

∫ cos4 θ
sin4 θ

1

sin2 θ
dθ

=

∫
cot4 θ csc2 θ dθ

= −1

5
cot5 θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن

أن نجد وȃالتالي cot θ =

√
1− x2

x
أن نجد وممنه

∫
(1− x2)

3
2

x6
dx = −1

5

(√
1− x2

x

)5

+ C = −(1− x2)
5
2

5x5
+ C
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تمارȂن 1 .4
المعطى. التكامل احسب 23 إلى 1 من التمارȄن في J∫

dx

x2
√
9− x2

.1∫ √
x2 − 25

x
dx .2∫

x√
x2 + 4

dx .3∫ √
9− x2

x2
dx .4∫

dx

(2− x2)3/2
dx .5∫

dx

(1 + 9x2)2
dx .6∫

x3
√
1− x2dx .7∫ cos t√

2− sin2 t
dx .8∫

dx

x2
√
x2 − 16

dx .9∫
dx

1 + 2x2 + x4
dx .10∫

x2

√
9− x2

dx .11∫
dx√
x2 + 1

dx .12∫ √
1− x2dx .13

∫
x√

4x2 + 1
dx .14∫

x3

√
x2 + 4

dx .15∫ sec2 θ√
25 + tan2 θ

dx .16∫ √
e2x − 9dx .17∫
2dt√

t+ 4t
√
t
dx .18∫

x√
1 + x4

dx .19
∫ √

4− x

x
dx .20∫ √

x
√
1− xdx .21∫
1

(x2 − 1)3/2
dx .22∫

3x− 5√
1− x2

dx .23∫
e3x

√
1− e2x dx .24∫
dx

(x2 − 6c+ 13)2
.25
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .4∫
dx

x2
√
9− x2

.1
dx = 3 cos θdθ عندئذ θ ∈ (−π/2, π/2) حيث x = 3 sin θ بوضع : الحل

فإن ∫ولذا
dx

x2
√
9− x2

=

∫
3 cos θdθ

9 sin2 θ
√
9− 9 sin2 θ

=

∫
3 cos θ

9 sin2 θ(3 cos θ)
dθ

=
1

9

∫
1

sin2 θ
dθ =

1

9

∫
csc2 θdx

= −1

9
cot θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن

أن نجد ومنه

∴
∫

dx

x2
√
4− x2

= −1

9
·
√
4− x2

x
+ C

∫ √
x2 − 25

x
dx .2

dx = عندئذ θ ∈
[
0, π

2

)
∪
[
π, 3π

2

) حيث x = 5 sec θ بوضع : الحل
فإن ولذا 5 sec θ tan θdθ∫ √

x2 − 25

x
dx =

∫ √
25 sec2 x− 25

5 secx · 5 sec θ tan θdθ =

∫
5 tan2 θdθ

= 5

∫ (
sec2 θ − 1

)
dθ = 5 tan θ − 5θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن
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أن نجد ومنه

∴
∫ √

x2 − 25

x
dx = 5·

√
x2 − 25

5
−5 sec−1

(x
5

)
+C =

√
x2 − 25−5 sec−1

(x
5

)
+C

∫
x√

x2 + 4
dx .3

ولذا dx = 2 sec2 θdθ عندئذ θ ∈
(
−π

2
, π
2

) حيث x = 2 tan θ بوضع : الحل
∫فإن

x√
x2 + 4

dx =

∫
2 tan θ√

4 tan2 θ + 4
· 2 sec2 θdθ =

∫
2 tan θ

2 sec θ · 2 sec2 θdθ

= 2

∫
tan θ sec θdθ = 2 sec θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن

أن نجد ومنه

∴
∫

x√
x2 + 4

dx = 2

√
4 + x2

2
+ C =

√
4 + x2 + C

∫ √
9− x2

x2
dx .4

dx = 3 cos θdθ عندئذ θ ∈ (−π/2, π/2) حيث x = 3 sin θ بوضع : الحل
فإن ∫ولذا √

9− x2

x2
dx =

∫ √
9− 9 sin2 θ

9 sin2 θ
· 3 cos θdθ =

∫
3 cos θ
9 sin2 θ

· 3 cos θdθ

=

∫ cos2 θ
sin2 θ

dθ =

∫
cot2 θdθ

=

∫ (
csc2 θ − 1

)
dθ = − cot θ − θ + C

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن
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فإن وȃالتالي θ = sin−1
(
x
3

) وأǽضاً

∴
∫ √

9− x2

x2
dx = −

√
9− x2

x
− sin−1

(x
3

)
+ C

∫
1

(x2 − 1)3/2
dx .22

dx = sec θ tan θdθ عندئذ θ ∈ (−π/2, π/2) حيث x = sec θ بوضع : الحل
فإن ∫ولذا

1

(x2 − 1)
3
2

dx =

∫
1

(sec2 θ − 1)
3
2

sec θ tan θ dθ =

∫ sec θ tan θ

(tan2 θ)
3
2

dθ

=

∫ sec θ tan θ

(tan θ)3
∂θ =

∫ sec θ
tan2 θ

dθ

=

∫
1

cos θ
cos2 θ
sin2 θ

dθ =

∫
1

sin θ

cos θ
sin θ

dθ

=

∫
csc θ cot θdθ = − csc θ + c

التالي المثلث Ǽاستخدام وذلك x المتغير إلى الرجوع من لابد الأن .

فإن ∫وȃالتالي
1

(x2 − 1)
3
2

dx = − x√
x2 − 1

+ c
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الترॻȁعة الصॻغ تكاملات 5
الدرجة من حدود كثيرة على تحتوي التي التكاملات معالجة هو البند هذا من الهدف

.R قي للتحليل قابلة غير ( a ̸= 0 حيث P (x) = ax2 + bx+ c) الثانॽة
و b ̸= 0 و a ̸= 0 حيث P (x) = ax2 + bx + c على ǽحتوي تكامل لدينا أن لنفرض

: يلي كما المرȃع Ǽاكمال نقوم أولاً للتحليل قابلة غير P (x)

p(x) = ax2 + bx+ c = a

[
x2 +

b

a
x

]
+ c

= a

[
x2 +

b

a
x+

(
b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
]
+ c

= a

[(
x+

b

2a

)2

−
(

b

2a

)2
]
+ c

= a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c.

∴ P (x) = a

(
x+

b

2a

)2

− b2

4a
+ c (9)

أو المثلثॽة التعوȄضات نستخدم ثم u = x b
2a

نأخذ (9) في كما المرȃع اكمال Ǽعد الأن
.( القادم البند ) الجزئॽة الكسور

أمثلة �

.
∫

2x− 1

x2 − 6x+ 13
dx التكامل احسب .1

: الحل
x2 − 6x+ 13 =

(
x2 − 6x+ 9

)
− 9 + 13

= (x− 3)2 + 4

أن نجد u = x− 3 ∫بوضع
2x− 1

(x− 3)2 + 4
dx =

∫
2u+ 5

u2 + 4
dx

=

∫
2u

u2 + 4
du+ 5

∫
1

u2 + 4
dx

= ln
∣∣u2 + 4

∣∣+ 5
1

2
tan−1

(u
2

)
+ c

= ln
∣∣(x− 3)2 + 4

∣∣+ 5

2
tan−1

(
x− 3

2

)
+ c
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.
∫

1√
8 + 2x− x2

dx التكامل احسب .2
: الحل

8 + 2x− x2 = 8−
(
x2 − 2x+ 1− 1

)
= 8−

[
(x− 1)2 − 1

]
= 9− (x− 1)2

أن نجد x− 1 = 3 sin θ بوضع
I =

∫
1√

8 + 2x− x2
dx =

∫
1√

9− (x− 1)2

=

∫
3 cos θ
3 cos θdθ

=

∫
dθ

= θ + C

= sin−1

(
x− 1

3

)
+ c

.
∫

1√
x2 + 8x+ 25

dx التكامل احسب .3
: الحل

x2 + 8x+ 25 =
(
x2 + 8x+ 16

)
− 16 + 25

= (x+ 4)2 + 9

أن نجد x+ 4 = 3 tan θ ∫بوضع
1√

x2 + 8x+ 25
dx =

∫
1√

(x+ 4)2 + 9
dx

=

∫
3 sec2 θ
3 sec θ dθ

=

∫
sec θdθ

= ln | sec θ + tan θ|+ C

= ln
∣∣∣∣∣
√

(x+ 4)2 + 9

3
+

x+ 4

3

∣∣∣∣∣+ C
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.
∫ √

3− 2x− x2 dx التكامل احسب .4
: الحل

3− 2x− x2 = 3−
(
x2 + 2x

)
= 3−

(
x2 + 2x+ 1− 1

)
= 3−

[
(x+ 1)2 − 1

]
= 3− (x+ 1)2 + 1

= 4− (x+ 1)2

أن نجد x+ 1 = 2 sin θ ∫بوضع √
3− 2x− x2dx =

∫ √
4− (x+ 1)2dx

=

∫
2 cos θ(2 cos θ)dθ

= 4

∫
cos2 θdθ

= 4

∫
1 + cos 2θ

2
dθ

= 2

∫
(1 + cos 2θ)dθ

= 2

[
θ +

1

2
sin 2θ

]
+ c

= 2θ + 2 sin θ cos θ + c

= 2 sin−1

(
x+ 1

2

)
+ 2

x+ 1

2

√
4− (x+ 1)2

2
+ C

= 2 sin
(
x+ 1

2

)
+

1

2
(x+ 1)

√
4− (x+ 1)2 + C
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تمارȂن 1 .5
المعطى. التكامل احسب 23 إلى 1 من التمارȄن في J∫

x

x2 − 4x+ 8
dx .1∫

dx

x2 + 2x− 3
.2∫

1

x2 − 2x+ 2
dx .3∫

2x+ 1

4x2 + 12x− 7
dx .4∫

dx

x2 − 2x
.5∫

x+ 3√
x2 + 2x+ 2

dx .6∫
2x+ 3√

9− 6x− x2
dx .7∫

ex√
1− ex + e2x

dx .8∫
dx√

2x− x2
.9∫ cos θ

sin2 θ − 6 sin θ + 12
dθ .10∫ √

x2 − 2xdx .11∫
1√

4x− x2
dx .12

∫
1√

7 + 6x− x2
dx .13∫

1

(x2 + 4x+ 5)2
dx .14∫

1

(x2 + 6x+ 13)3/2
dx .15∫

x+ 5

9x2 + 6x+ 17
dx .16∫

1

(x2 − 6x+ 34)3/2
dx .17∫ √

x(6− x)dx .18∫
ex

e2x + 3ex + 2
dx .19∫ 3

2

x2 − 4x+ 6

x2 − 4x+ 5
dx .20∫

ex
√
1− e2xdx .21∫

cosx sinx
√

1− sin4 xdx .22∫
(x cosx+sinx)

√
1 + x2 sin2 xdx .23
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .5∫
x

x2 − 4x+ 8
dx .1

x2 − 4x+ 8 = (x2 − 4x+ 4)− 4 + 8 = (x− 2)2 + 4 : ∫الحل
x

x2 − 4x+ 8
dx =

1

2

∫
(2x− 4) + 4

x2 − 4x+ 8
dx

=
1

2

∫
2x− 4

x2 − 4x+ 8
dx+

1

2

∫
4

x2 − 4x+ 8
dx

=
1

2
ln
∣∣x2 − 4x+ 8

∣∣+ 2

∫
1

(x− 2)2 + 4
dx

=
1

2
ln
∣∣x2 − 4x+ 8

∣∣+ 2

(
1

2
tan−1

(
x− 2

2

))
+ C

=
1

2
ln
∣∣x2 − 4x+ 8

∣∣+ tan−1

(
x− 2

2

)
+ C

∫
dx

x2 + 2x− 3
.2

: الحل

x2 + 2x− 3 =
(
x2 + 2x+ 1

)
− 1− 3 = (x+ 1)2 − 4∫

dx

x2 + 2x− 3
=

∫
1

(x+ 1)2 − 4
dx = −1

2
tanh−1

(
x+ 1

2

)
+ C

∫
dx

x2 − 2x
.5

: الحل

x2 − 2x =
(
x2 − 2x+ 1

)
− 1 = (x− 1)2 − 1∫

dx

x2 − 2x
=

∫
1

(x− 1)2 − 1
dx = − tanh−1(x− 1) + C

∫
dx√

2x− x2
.9

: الحل
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2x− x2 = − ((x2 − 2x+ 1)− 1) = − ((x− 1)2 − 1) = 1− (x− 1)2∫
1√

2x− x2
dx =

∫
1√

1− (x− 1)2
dx , u = x− 1 ⇒ du = dx

=

∫
1√

1− u2
du

= sin−1(u) + C

= sin−1(x− 1) + C

∫أو
1√

2x− x2
dx =

∫
1√

1− (x− 1)2
dx , x− 1 = sin θ ⇒ dx = cos θdθ

=

∫
1√

1− sin2 θ
cos θdθ

=

∫ cos θ√
cos2 θ

dθ

=

∫ cos θ
cos θdθ

=

∫
dθ

= θ + C

= sin−1(x− 1) + C
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الجزئॻة الكسور 6
الشȞل على تكون التي الدوال أي الكسرȄة, الدوال التكاملات نتناول البند هذا في

حدود. كثيرة q(x) و p(x) من كل حيث f(x) = p(x)
q(x)

صعب التكامل أن يبدو قد
∫

x− 1

x2 + 3x+ 2
dx التكامل حساب نرȄد أننا لنفرض
التالॽة المساواة إلى تنبهنا إذا ولكن جداً

x− 1

x2 + 3x+ 2
=

3

x+ 2
− 2

x+ 1
(10)

. ǽسيراً و لنا متاحاً ǽصॼح التكامل فإن
الكسر نفرق سوف Ǽمعنى جزȄة كسور إلى التفرȄق Ǽعملॽة تسمى طرȄقة سنتॼع

.(10) في فعلنا كما معها التعامل ǽمȞن كسور طرح أو جمع حاصل الى المعطى

q(x) درجة من أصغر p(x) ودرجة كسرȄة دالة f(x) =
p(x)

q(x)
كانت إذا 1 .6 مبرهنة

تحقق F1, F2, · · · , Fr كسوراً هناك فإن
f(x) = F1(x) + F2(x) + F3(x) + · · ·+ Fr(x)

حيث Ax+B

(ax2 + bx+ c)n
الصورة على أو A

(ax+ b)n
الصورة على إما Fi كل وتكون

.b2 − 4c < 0 , n ∈ N

. الجزئॽة f ȞǼسور F1, F2, · · · , Fr الكسور تسمى
. جزئॽة كسور إلى f(x) = p(x)

q(x)
الكسر لتفرȄق إرشادات �

المطولة القسمة نستخدم فإننا q(x) درجة من أقل p(x) درجة تكن لم إذا .1
المقام. درجة منة أقل الॼسط درجة لتكون

الدرجة من وعوامل ax+b خطॽة عوامل إلى تماماً q(x) الحدود كثيرة نحلل .2
المتكررة العوامل نضم ثم ومن للاخنزال قابلة غير ax2 + bx + c الثانॽة
(ax+ b)n الشȞل من مختلفة عوامل ضرب كحاصل q(x) تصॼح وȃالتالي

.(ax2 + bx+ c)
n الشȞل أو

التالي نطبق 2 و 1 Ǽعد .3
تأخذ الجزئॽة الكسور في n ≥ 1 حيث (ax+ b)n العامل مساهمة (ا)

: الصورة
A1

ax+ b
+

A2

(ax+ b)2
+

A3

(ax+ b)3
+· · ·+ An−1

(ax+ b)n−1+
An

(ax+ b)n

. لاحقاً حسابها يتم حقॽقॽة أعداد A1, A2, A3, · · · , An−1, An حيث
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الجزئॽة الكسور في n ≥ 1 حيث (ax2 + bx+ c)
n العامل مساهمة (ب)

: الصورة تأخذ
A1x+B1

ax2 + bx+ c
+

A2x+B2

(ax2 + bx+ c)2
+ · · ·+ Anx+Bn

(ax2 + bx+ c)n

حسابها يتم حقॽقॽة أعداد B1, B2, · · · , Bn و A1, A2, · · · , An حيث
. لاحقاً

أمثلة �∫
4x2 + 13x− 9

x3 + 2x2 − 3x
dx التكامل احسب .1

مॼاشرة ننتقل وȃالتالي المقام درجة من أقل الॼسط درجة أن نلاحظ : الحل
أن لنجد الإرشادات من 2 رقم الخطوة إلى

x3 + 2x2 − 3x = x
(
x2 + 2x− 3

)
= x (x+ 3) (x− 1)

لدينا Ȟǽون وȃالتالي
4x2 + 13x− 9

x3 + 2x2 − 3x
=

4x2 + 13x− 9

x (x+ 3) (x− 1)
=

A

x
+

B

x+ 3
+

C

x− 1
(11)

على لنحصل x (x+ 3) (x− 1) Ǽالعدد (11) طرفين Ǽضرب
4x2+13x−9 = A (x+ 3) (x− 1)+Bx (x− 1)+Cx (x+ 3) (∗)

أن نجد (∗) في x = 0 بوضع
−9 = −3A =⇒ A = 3

أن نجد (∗) في x = 1 وȃوضع
8 = 4C =⇒ C = 2

أن نجد (∗) في x = −3 وȃوضع
−12 = 12B =⇒ B = −1

لدينا Ȟǽون وȃالتالي
4x2 + 13x− 9

x (x+ 3) (x− 1)
=

3

x
+

−1

x+ 3
+

2

x− 1
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لدينا Ȟǽون Ǽالتالي ∫و
4x2 + 13x− 9

x3 + 2x2 − 3x
dx =

∫
4x2 + 13x− 9

x (x+ 3) (x− 1)
dx

=

∫ (
3

x
+

−1

x+ 3
+

2

x− 1

)
dx

= 3

∫
1

x
dx−

∫
1

x+ 3
dx+ 2

∫
1

x− 1
dx

= 3 ln |x| − ln |x+ 3|+ 2 ln |x− 1|+ C∫
3x3 − 18x2 + 29x− 4

(x+ 1) (x− 2)3
dx التكامل احسب .2

. I =

∫
3x3 − 18x2 + 29x− 4

(x+ 1) (x− 2)3
dx لȞॽن : الحل

إذن , جاهز المقام كذلك و المقام درجة من أقل الॼسط درجة أن نلاحظ
على لنحصل الإرشادات من 3 رقم الخطوة إلى ننتقل

3x3 − 18x2 + 29x− 4

(x+ 1) (x− 2)3
=

A

x+ 1
+

B

x− 2
+

C

(x− 2)2
+

D

(x− 2)3

على لنحصل (x+ 1) (x− 2)3 Ǽالعدد الطرفين Ǽضرب
3x3−18x2+29x−4 = A (x− 2)3+B (x+ 1) (x− 2)2+C (x+ 1) (x− 2)+D (x+ 1) (∗)

الطرفين في المعاملات ومقارنة (∗) من الأǽمن الطرف في الأقواس Ǽفك
: النطام على نحصل

A+B = 3

−6A− 3B + C = −18

12A− C +D = 29

−8A+ 4B − 2C +D = −4

D = 2 , C = −3 , B = 1 , A = 2 أن نجد المعادلات نظام Ǽحل
وȃالتالي

3x3 − 18x2 + 29x− 4

(x+ 1) (x− 2)3
=

2

x+ 1
+

1

x− 2
+

−3

(x− 2)2
+

2

(x− 2)3

ومنه
I =

∫
2

x+ 1
dx+

∫
1

x− 2
dx+

∫
−3

(x− 2)2
dx+

∫
2

(x− 2)3
dx

= 2

∫
1

x+ 1
dx+

∫
1

x− 2
dx− 3

∫
1

(x− 2)2
dx+ 2

∫
1

(x− 2)3
dx

= 2 ln |x+ 1|+ ln |x− 2|+ 3

x− 2
− 1

(x− 2)2
+ C
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∫
x2 − x− 21

2x3 − x2 + 8x− 4
dx التكامل احسب .3

مॼاشرة ننتقل وȃالتالي المقام درجة من أقل الॼسط درجة أن نلاحظ : الحل
أن لنجد الإرشادات من 2 رقم الخطوة إلى

2x3−x2+8x− 4 = x2 (2x− 1)+ 4 (2x− 1) =
(
x2 + 4

)
(2x− 1)

لدينا Ȟǽون وȃالتالي
x2 − x− 21

2x3 − x2 + 8x− 4
=

Ax+B

x2 + 4
+

C

2x− 1

على لنحصل (x2 + 4) (2x− 1) Ǽالعدد الطرفين Ǽضرب
x2 − x− 21 = (Ax+B) (2x− 1) + C

(
x2 + 4

)
(∗)

الطرفين في المعاملات ومقارنة (∗) من الأǽمن الطرف في الأقواس Ǽفك
: النطام على نحصل

2A+ C = 1

−A+ 2B = −1

−B + 4C = 21

وȃالتالي C = −5 , B = 1 , A = 3 أن نجد المعادلات نظام Ǽحل
x2 − x− 21

2x3 − x2 + 8x− 4
=

3x+ 1

x2 + 4
+

−5

2x− 1

∫ومنه
x2 − x− 21

2x3 − x2 + 8x− 4
dx =

∫
3x+ 1

x2 + 4
dx− 5

∫
1

2x− 1
dx

= 3

∫
x

x2 + 4
dx+

∫
1

x2 + 4
dx− 5

∫
1

2x− 1
dx

=
3

2
ln
(
x2 + 4

)
+

1

2
tan−1

(x
2

)
− 5

2
ln |2x− 1|+ C

∫
5x3 − 3x2 + 7x− 3

(x2 + 1)2
dx التكامل احسب .4

جاهز المقام كذلك و المقام درجة من أقل الॼسط درجة أن نلاحظ : الحل
على لنحصل الإرشادات من 3 رقم الخطوة إلى ننتقل إذن ,

5x3 − 3x2 + 7x− 3

(x2 + 1)2
=

Ax+B

x2 + 1
+

Cx+D

(x2 + 1)2
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على لنحصل (x2 + 1)
2 Ǽالعدد الطرفين Ǽضرب

5x3 − 3x2 + 7x− 3 = (Ax+B)
(
x2 + 1

)
+ Cx+D (∗)

الطرفين في المعاملات ومقارنة (∗) من الأǽمن الطرف في الأقواس Ǽفك
على نحصل

A = 5

B = −3

A+ C = 7

B +D = −3

وȃالتالي D = 0 , C = 2 , B = −3 , A = 5 أن نجد ∫ومنه
5x3 − 3x2 + 7x− 3

(x2 + 1)2
dx = 5

∫
x

x2 + 1
dx− 3

∫
1

x2 + 1
+

∫
2x

(x2 + 1)2
dx

=
5

2
ln
(
x2 + 1

)
− 3 tan−1 x− 1

x2 + 1
+ C
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تمارȂن 1 .6
المعطى. التكامل احسب 18 إلى 1 من التمارȄن في J∫

dx

(x− 1)(x+ 2)
.1∫

dx

x2 + 8x+ 7
.2∫

5x− 5

3x2 − 8x− 3
dx .3∫

x2

x+ 1
dx .4∫

3x2 − 10

x2 − 4x+ 4
dx .5∫

x2 + 1

x2 − x
dx .6∫

x3 + x

x− 1
dx .7∫

dx

2x4 + x3
.8∫

x3

x3 + 1
dx .9

∫
ex

e2x − 4
dx .10∫

x3 − x− 3
√
2

x2 − 2
dx .11∫

dx

1 + ex
.12∫

2x5 − x3 − 1

x3 − 4x
dx .13∫

x2 − x− 21

2x3 − x2 + 8x− 4
dx .14∫ cosx

sin2 x+ 4 sinx− 5
dx .15∫ sec2 x

tan3 x− tan2 x
dx .16∫

2x2 − x+ 2

x (x2 + 2)
dx .17∫

x+ 1

(x− 2) (x2 − 3x+ 2)
.18
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .6∫
dx

(x− 1)(x+ 2)
.1

: الحل
1

(x− 1)(x+ 2)
=

A

x− 1
+

B

x+ 2
=

A(x+ 2) + B(x− 1)

(x− 1)(x+ 2)

∴ A(x+ 2) + B(x− 1) = 1−−−−−−(∗)

x = 1 بوضع
على نحصل (*) المعادلة في

A(1 + 2) + B(1− 1) = 1 ⇒ A = 1
3

على نحصل (*) المعادلة في x = −2 بوضع

A(−2 + 2) + B(−2− 1) = 1 ⇒ B = −1
3

∴ 1

(x− 1)(x+ 2)
=

1
3

x− 1
+

−1
3

x+ 2

Ȟǽون ∫وȃالتالي
dx

(x− 1)(x+ 2)
=

∫ (
1

3

1

x− 1
− 1

3

1

x+ 2

)
dx

=
1

3

∫
1

x− 1
dx− 1

3

∫
1

x+ 2
dx

=
1

3
ln |x− 1| − 1

3
ln |x+ 2|+ C

∫
dx

x2 + 8x+ 7
.2

: الحل
x2 + 8x+ 7 = (x+ 1)(x+ 7)

1

x2 + 8x+ 7
=

1

(x+ 1)(x+ 7)
=

A

(x+ 1)
+

B

(x+ 7)
=

A(x+ 7) + B(x+ 1)

(x+ 1)(x+ 7)

∴ A(x+ 7) + B(x+ 1) = 1−−−−−−−−−−(∗)

على نحصل (*) المعادلة في x = −1 بوضع

A(−1 + 7) + B(−1 + 1) = 1 ⇒ A = 1
6
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على نحصل (*) المعادلة في x = −7 بوضع

A(−7 + 7) + B(−7 + 1) = 1 ⇒ A = −1
6

∴ 1

x2 + 8x+ 7
=

1
6

(x+ 1)
+

−1
6

(x+ 7)

Ȟǽون ∫وȃالتالي
dx

x2 + 8x+ 7
=

∫ (
1

6

1

(x+ 1)
− 1

6

1

(x+ 7)

)
dx

=
1

6

∫
1

x+ 1
dx− 1

6

∫
1

x+ 7
dx

=
1

6
ln |x+ 1| − 1

6
ln |x+ 7|+ C

∫
3x2 − 10

x2 − 4x+ 4
dx .5

: الحل
3x2 − 10

x2 − 4x+ 4
=

(3x2 − 12x+ 12) + (12x− 22)

x2 − 4x+ 4
= 3

x2 − 4x+ 4

x2 − 4x+ 4
+

12x− 22

x2 − 4x+ 4

∴ 3x2 − 10

x2 − 4x+ 4
= 3 +

12x− 22

x2 − 4x+ 4

12x− 22

x2 − 4x+ 4
=

12x− 22

(x− 2)2
=

A

x− 2
+

B

(x− 2)2
=

A(x− 2) + B

(x− 2)2

A(x− 2) + B = 12x− 22 ⇒ Ax− 2A+B = 12x− 22

⇒

{
A = 12

−2A+B = −22

⇒

{
A = 12

3 = 2

∴ 12x− 22

x2 − 4x+ 4
=

12

x− 2
+

2

(x− 2)2
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Ȟǽون ∫وȃالتالي
3x2 − 10

x2 − 4x+ 4
dx =

∫ (
3 +

12x− 22

x2 − 4x+ 4

)
dx

=

∫
3dx+

∫
12x− 22

x2 − 4x+ 4
dx

= 3x+

∫ (
12

x− 2
+

2

(x− 2)2

)
dx

= 3x+ 12

∫
1

x− 2
dx+ 2

∫
(x− 2)−2dx

= 3x+ 12 ln |x− 2| − 2
1

x− 2
+ C

∫
x3

x3 + 1
dx .9

: الحل
x3 + 1 = (x+ 1) (x2 − x+ 1)

x3

x3 + 1
=

(x3 + 1)−1

x3 + 1
= 1− 1

x3 + 1
= 1− 1

(x+ 1) (x2 − x+ 1)

1

(x+ 1) (x2 − x+ 1)
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 − x+ 1
=

A (x2 − x+ 1) + (Bx+ C)(x+ 1)

(x+ 1) (x2 − x+ 1)

A
(
x2 − x+ 1

)
+(Bx+C)(x+1) = 1 ⇒ Ax2−Ax+A+Bx2+Bx+Cx+C = 1

∴ (A+B)x2+(−A+B+C)x+(A+C) = 1 ⇒


A+B = 0−−−−−−(1)

−A+B + C = 0−−− (2)

A+ C = 1−−−−−−(3)

(1)− (2) ⇒
A+B = 0

−A+B + C = 0
2A− C = 0

لتكن
2A− C = 0−−−−−−(4)

(4) + (3) ⇒
2A− C = 0
A+ C = 1
3A = 1

+


∵ 3A = 1 ⇒ A = 1

3

∵ A+B = 0 ⇒ B = −1
3

∵ A+ C = 1 ⇒ C = 2
3
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Ȟǽون ∫وȃالتالي
x3

x3 + 1
dx = x−

∫
1

(x+ 1) (x2 − x+ 1)
dx

= x− 1

3

∫
1

x+ 1
dx−

∫ −1
3
x+ 2

3

x2 − x+ 1
dx

= x− 1

3
ln |x+ 1| −

(
−1

3

)(
1

2

)∫
(2x− 1)− 3

x2 − x+ 1
dx

= x− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6

(∫
(2x− 1)

x2 − x+ 1
dx+

∫
1

x2 − x+ 1
dx

)
= x− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6

(
ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ ∫ 1

(x− 1/2)2 + (
√
3/2)2

dx

)
= x− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6

(
ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ 1√
3/2

tan−1

(
x− 1/2√

3/2

))
+ C

= x− 1

3
ln |x+ 1|+ 1

6
ln
∣∣x2 − x+ 1

∣∣+ 1

3
√
3

tan−1

(
x− 1/2√

3/2

)
+ C

∫ sec2 x
tan3 x− tan2 x

dx .16
u = tanx ⇒ du = sec2 xdx ضع : ∫الحل sec2 x

tan3 x− tan2 x
dx =

∫
1

u3 − u2
du =

∫
1

u2(u− 1)
du

1

l2(u− 1)
=

A

u
+

B

u2
+

C

u− 1
=

Au(u− 1) + B(u− 1) + Cu2

u2(u− 1)

∴ Au(u− 1) + B(u− 1) + Cu2 = 1−−−−−−(∗)

أن نجد (*) في x = 1 بوضع
0 + 0 + C = 1 ⇒ C = 1

أن نجد (*) في x = 0 بوضع
0− B + 0 = 1 ⇒ B = −1

على نحصل (*) في المعاملات Ǽمقارنة
A+ C = 0 ⇒ A+ 1 = 0 ⇒ A = −1
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Ȟǽون ∫وȃالتالي sec2 x
tan3 x− tan2 x

dx =

∫
1

u2(u− 1)
du

=

∫ (
−1

u
+

−1

u2
+

1

u− 1

)
du

= −
∫

1

u
du−

∫
1

u2
du+

∫
1

u− 1
du

= − ln |u|+ 1

u
+ ln |u− 1|+ C

= − ln | tanx|+ 1

tanx
+ ln | tanx− 1|+ C

= cotx+ ln
∣∣∣∣tanx− 1

tanx

∣∣∣∣+ C

= cotx+ ln |1− cotx|+ C ∫
2x2 − x+ 2

x (x2 + 2)
dx .17

: الحل
2x2 − x+ 2

x3 + 2x
=

2x2 − x+ 2

x (x2 + 2)
=

A

x
+
Bx+ C

x2 + 2
=

A (x2 + 2) + (Bx+ C)x

x (x2 + 2)

∴ A
(
x2 + 2

)
+(Bx+C)x = 2x2−x+2 ⇒ Ax2+2A+Bx2+Cx = 2x2−x+2

(A+B)x2 + Cx+ 2A = 2x2 − x+ 2 ⇔


A+B = 2

C = −1

2A = 2

⇔


A = 1

B = 1

C = −1

Ȟǽون ∫وȃالتالي
2x2 − x+ 2

x3 + 2x
dx =

∫ (
1

x
+

x− 1

x2 + 2

)
dx

=

∫
1

x
dx+

∫
x

x2 + 2
dx−

∫
1

x2 + 2
dx

= ln |x|+ 1

2

∫
2x

x2 + 2
dx−

∫
1

x2 + (
√
2)2

dx

= ln |x|+ 1

2
ln
∣∣x2 + 2

∣∣− 1√
2

tan−1

(
x√
2

)
+ C
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∫
x+ 1

(x− 2) (x2 − 3x+ 2)
.18

: الحل

x+ 1

(x− 2) (x2 − 3x+ 2)
=

x+ 1

(x− 2)(x− 2)(x− 1)
=

x+ 1

(x− 2)2(x− 1)

=
A

x− 2
+

B

(x− 2)2
+

C

x− 1

=
A(x− 2)(x− 1) + B(x− 1) + C(x− 2)2

(x− 2)2(x− 1)

∴ A(x− 2)(x− 1) + B(x− 1) + C(x− 2)2 = x+ 1−−−−−−(∗)

أن نجد (*) في x = 2 بوضع
0 + B + 0 = 2 + 1 ⇒ B = 3

أن نجد (*) في x = 1 بوضع
0 + 0 + C = 1 + 1 ⇒ C = 2

على نحصل (*) في المعاملات Ǽمقارنة
A+ C = 0 ⇒ A+ 2 = 0 ⇒ A = −2

Ȟǽون ∫وȃالتالي
x+ 1

(x− 2) (x2 − 3x+ 2)
dx =

∫ (
−2

x− 2
+

3

(x− 2)2
+

2

x− 1

)
dx

= −2

∫
1

x− 2
dx+ 3

∫
1

(x− 2)2
dx+ 2

∫
1

x− 1
dx

= −2

∫
1

x− 2
dx+ 3

∫
(x− 2)−2dx+ 2

∫
1

x− 1
dx

= −2 ln |x− 2| − 3

x− 2
+ 2 ln |x− 1|+ C
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خاصة تعوȂضات 7
كسرȂة قوى على تحتوي التي التكاملات J

حيث u = x
1
m التعوȄض فإن x للمتغير كسرȄة قوى على ǽحتوي التكامل كان إذا

القوى نستبدل لأنه مفيد Ȟǽون ما غالॼاَ القوى لمقامات الأصغر المضاعف هو m

التعامل. في أسهل وهي صحॽحة Ǽقوى الكسرȄة

.
∫ √

x

1 + 3
√
x
dx :احسب مثال �

u = x
1
6 نضع وȃالتالي x

1
3 و x

1
2 على ǽحتوي التكامل أن نلاحظ : الحل

x = u6 لدينا Ȟǽون ومنه (6 هو 3 و 2 للعددين الأصغر المشترك (المضاعف
فإن وعلॽه dx = 6u5 du ذلك ∫وؗ √

x

1 + 3
√
x
dx =

∫
(u6)

1/2

1 + (u6)1/3
(
6u5
)
du = 6

∫
u8

1 + u2
du

أن ونلاحظ
u8

1 + u2
=

(u8 − 1) + 1

1 + u2
=

(u4 − 1) (u4 + 1)

1 + u2
+

1

1 + u2

=
(u2 − 1) (u2 + 1) (u4 + 1)

1 + u2
+

1

1 + u2

=
(
u2 − 1

) (
u4 + 1

)
+

1

1 + u2

= u6 − u4 + u2 − 1 +
1

1 + u2

∴
∫ √

x

1 + 3
√
x
dx = 6

∫ (
u6 − u4 + u2 − 1 +

1

1 + u2

)
du

=
6

7
u7 − 6

5
u5 + 2u3 − 6u+ 6 tan−1 u+ C

=
6

7
x7/6 − 6

5
x5/6 + 2x1/2 − 6x1/6 + 6 tan−1

(
x1/6

)
+ C

n
√

f(x) على تحتوي التي التكاملات J

مفيد Ȟǽون u = n
√

f(x) التعوȄض فإن n
√

f(x) على ǽحتوي التكامل كان إذا
الأحॽان. Ǽعض ∫في √

1 + ex dx :احسب مثال �
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وȃما 2u du = ex dx ومنه u2 = 1 + ex أن نجد u =
√
1 + ex بوضع : الحل

فإن وعلॽه dx =
2u

u2 − 1
du فإن u2 − 1 = ex ∫أن √

1 + ex dx =

∫
u .

2u

u2 − 1
du

= 2

∫
u2

u2 − 1
du

= 2

∫
(u2 − 1) + 1

u2 − 1
du

= 2

∫
du+

∫
2

(u− 1) (u+ 1)
du

= 2u+

∫ (
1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du

= 2u+ ln |u− 1| − ln |u+ 1|+ C

= 2
√
1 + ex + ln

(√
1 + ex − 1

)
− ln

(√
1 + ex + 1

)
+ C

= 2
√
1 + ex + ln

(√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

)
+ C

cosx و sinx في الكسرȂة الدوال تكاملات J
التعوȄض Ǽاستخدام نقوم التكاملات هذه في

u = tan
(x
2

)
, x ∈ (−π, π)

لدينا وȞȄون

du =
1

2
sec2

(x
2

)
dx =

1

2

(
1 + tan2

(x
2

))
dx

=
1 + u2

2
dx

ذلك وؗ
∵ sinx = 2 sin

(x
2

)
cos
(x
2

)
=⇒ sinx = 2

u√
1 + u2

.
1√

1 + u2

=⇒ sinx =
2u

1 + u2

∵ cosx = cos2
(x
2

)
− sin2

(x
2

)
=⇒ cosx =

(
1√

1 + u2

)2

−
(

u√
1 + u2

)2

=⇒ cosx =
1− u2

1 + u2
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التعوȄض استخدام حال في إذن

u = tan
(x
2

)
, x ∈ (−π, π)

أن نجد

dx =
2

1 + u2
du , sinx =

2u

1 + u2
, cosx =

1− u2

1 + u2

∫
dx

1− sinx+ cosx احسب : مثال �

بوضع : الحل
u = tan

(x
2

)
, x ∈ (−π, π)

أن نجد

dx =
2

1 + u2
du , sinx =

2u

1 + u2
, cosx =

1− u2

1 + u2

فإن ∫وعلॽه
dx

1− sinx+ cosx =

∫ 2du
1+u2

1−
(

2u
1+u2

)
+
(
1−u2

1+u2

)
=

∫
2du

(1 + u2)− 2u+ (1− u2)

=

∫
du

1− u

= − ln |1− u|+ C = − ln |1− tan(x/2)|+ C
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تمارȂن 1 .7
المعطى. التكامل احسب 24 إلى 1 من التمارȄن في J∫

x

(2x− 1)6
dx .1∫

x√
2x− 1

dx .2∫ √
x√

x+ 1
dx .3∫

3
√
x

1 +
3
√
x2

dx .4∫ 3
√
x2

1 + 3
√
x
dx .5∫

dx

2 + 2
√
x

.6∫
x5
√
x3 + 1dx .7∫
dx

x−
√
x+ 2

.8∫
dx√

1 +
√
x

.9∫
x3

3
√
x2 + 1

dx .10∫ 3

1/3

√
x

x2 + x
dx .11∫

x

x2 +
3
√
x2

dx .12

∫
e3x

e2x − 1
dx .13∫ sinx

cos2 + cosx− 6
dx .14∫ secx

1 + sinx
dx .15∫

dx

2 sinx+ sin 2x
.16∫ √

1− exdx .17∫ π/2

0

dx

sinx+ cosx .18∫ secx
4− 3 tanx

dx .19∫ √
ex + 1dx .20∫

dx√
ex + 1

.21∫ √
1 +

√
xdx .22∫

dx

1− sinx
.23∫

dx

5 + 3 sinx
.24
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التمارȂن Ǻعض أجوȁة 2 .7∫
x

(2x− 1)6
dx .1

: الحل
u = 2x− 1 ⇒ du = 2dx, x =

u+ 1

2∫
x

(2x− 1)6
dx =

1

2

∫
(u+ 1)/2

u6
du =

1

4

∫
u+ 1

u6
du

=
1

4

∫
(u+ 1)u−6du =

1

4

∫ (
u−5 + 2u−6

)
du

=
1

4

(
u−4

−4
+

u−5

−5

)
+ C = −(2x− 1)−4

16
− (2x− 1)−5

20
+ C

∫
x√

2x− 1
dx .2

: الحل

u =
√
2x− 1 ⇒ du =

2

2
√
2x− 1

dx ⇒ du =
1√

2x− 1
dx

∵ u =
√
2x− 1 ⇒ u2 = 2x− 1 ⇒ x =

u2 + 1

2∫
x√

2x− 1
dx =

∫
u2 + 1

2
du =

1

6
u3+

1

2
u+C =

1

6
(2x−1)3/2+

1

2
(2x−1)1/2+C

∫
3
√
x

1 +
3
√
x2

dx .4
: الحل

u = x
1
3 ⇒ u3 = x ⇒ 3u2du = dx∫

3
√
x

1 +
3
√
x2

=

∫
u

u2 + 1
3u2du = 3

∫
u3

u2 + 1
du

= 3

[∫
udu−

∫
u

u2 + 1
du

]
= 3

[
u2

2
− 1

2

∫
2u

u2 + 1
du

]
=

3

2
u2 − 1

2
ln
∣∣u2 + 1

∣∣+ C =
3

2
(x)

2
3 − 1

2
ln
∣∣∣x 2

3 + 1
∣∣∣+ C

∫ 3
√
x2

1 + 3
√
x
dx .5

: الحل
u = x1/3 ⇒ u3 = x ⇒ 3u2du = dx
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∫ 3
√
x2

1 + 3
√
x
dx =

∫
u2

1 + u

(
3u2
)
du = 3

∫
u4

1 + u
du = 3

∫ (
u3 − u2 + u− 1 +

1

u+ 1

)
du

= 3

(
u4

4
− u3

3
+

u2

2
− u+ ln |u+ 1|

)
+ C

=
3

4
x4/3 − x+

3

2
u2/3 − 3x1/3 + ln

∣∣x1/3 + 1
∣∣+ C∫

dx

2 + 2
√
x

.6
: الحل

x = u2 ⇒ dx = 2udu∫
1

2 + 2
√
x
dx =

∫
1

2 + 2u
2u du =

∫
2u

2(1 + u)
du

=

∫
u

1 + u
du =

∫
(u+ 1)− 1

1 + u
du

=

∫
du−

∫
1

1 + u
du = u− ln |1 + u|+ c

=
√
x− ln |1 +

√
x|+ c ∫ √

1− exdx .17
: الحل

u =
√
1− ex ⇒ u2 = 1− ex ⇒ 2udu = −exdx

∵ u =
√
1− ex ⇒ ex = 1− u2

∴
∫ √

1− exdx =

∫
u

−2u

1− u2
du =

∫
−2u2

1− u2
du =

∫
−2 + 2− 2u2

1− u2
du

= −2 tanh−1(u) + 2u+ C

= −2 tanh−1
(√

1− ex
)
+ 2

√
1− ex + C

= 2
√
1− ex − ln

∣∣∣∣1 +√
1− ex

1−
√
1− ex

∣∣∣∣+ C

∫
dx

1− sinx
.23

: الحل
u = tan

(x
2

)
⇒ dx =

2

1 + u2
du, sinx =

2u

1 + u2∫
1

1− sinx
dx =

∫
2

1− 2u
1+u2

· 2

1 + u2
du =

∫
2

u2 − 2u+ 1
du = 2

∫
1

(u− 1)2
du

=
−2

u− 1
+ C =

−2

tan
(
x
2

)
− 1

+ C
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∫
dx

5 + 3 sinx
.24

: الحل
u = tan

(x
2

)
⇒ dx =

2

1 + u2
du, sinx =

2u

1 + u2∫
dx

5 + 3 sinx
=

∫
1

5 + 6u
1+u2

· 2

1 + u2
du = 2

∫
1

5u2 + 6u+ 5
du =

2

5

∫
1

u2 + 6
5
u+ 1

du

=
2

5

∫
1(

u2 + 6
5
u+ 9

25

)
− 9

25
+ 1

du =
2

5

∫
1(

u+ 3
5

)2
+
(
4
5

)2du
=

2

5
· 5
4

tan−1

(
5u+ 3

4

)
+ C =

1

2
tan−1

(
5 tan

(
x
2

)
+ 3

4

)
+ C
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